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1 Tensién y Deformacion

1.1 Introduccién

El objetivo principal de la Resistencia de Materiales es el de proporcionar al ingeniero los
medios para analizar y disenar estructuras o componentes capaces de soportar las cargas
y acciones a las que éstos estdn o pueden estar sometidos durante su vida ttil. Tanto el
andlisis como el diseno de cualquier componente estructural conlleva la determinacién
de tensiones y deformaciones. Los conceptos de tension y deformacidn son, por tanto,
bésicos en la exposicién de esta materia.

La Resistencia de Materiales y la Teorfa de la Elasticidad, como partes integrantes
de la Mecdnica de Sélidos Deformables, son dos disciplinas con objetivos comunes:
ambas abordan el estudio de la resistencia (estado de tensiones) y la rigidez (estado
de deformaciones) de cuerpos sélidos deformables sometidos a la accién de sistemas de
fuerzas en equilibrio estdtico. Asimismo, ambas parten del principio de linealidad entre
accién y respuesta; esto, como se verd en lo que sigue, implica que el comportamiento
de los materiales es eldstico y que los movimientos que se producen son pequenos.

La Resistencia de Materiales limita su campo de aplicacién a ciertos tipos de ele-
mentos estructurales (vigas, columnas, etc.) sustentados de ciertas maneras predetermi-
nadas (apoyos simples, articulaciones, empotramientos, etc.) y sometidas a ciertos tipos
de acciones (fuerzas puntuales y repartidas, generalmente, y otras acciones definidas
de forma adecuada). Esta restriccién previa en cuanto a las geometrias, condiciones de
apoyo y acciones consideradas permite la formulacién de ciertas hipétesis de partida
y de un planteamiento simplificado apto para la resolucién analitica de multitud de
problemas de ingenieria.

La Teoria de la Elasticidad, por su parte, afronta el problema mecdnico en su forma
mds general en cuanto a geometrias, condiciones de contorno y tipos de acciones consi-
deradas. Esto conlleva un rigor que precisa de un plantemiento matemaético que impide
obtener soluciones analiticas, salvo para un nimero limitado de casos, requiriendo el



2 CAPITULO 1. TENSION Y DEFORMACION

uso de métodos numeéricos aproximados (diferencias finitas, elementos finitos, etc.) para
la resolucién de la mayor parte de problemas de interés practico.

Dados sus objetivos (y principios) comunes, la Resistencia de Materiales y la Teoria
de la Elasticidad siguen caminos paralelos précticamente desde sus inicios y, a par-
tir de la sistematizacién de ambas, no es facil delimitar de forma nitida los dmbitos
respectivos. Desde la perspectiva actual, es habitual considerar a la Resistencia de
Materiales como una parte subordinada de la, mds general, Teorfa de la Elasticidad.
En cualquier caso, ambas disciplinas manejan multitud de conceptos comunes, tales
como los de fuerza, desplazamiento, tensién, deformacién, equilibrio, compatibilidad,
linealidad, etc..

En este Capitulo se presentan y desarrollan los conceptos de tensién y deformacion,
que serdn utilizados a lo largo de los temas posteriores. La nocién de tensién como
fuerza aplicada por unidad de superficie y su relacién con la resistencia estructural se
debe indudablemente a Galileo. La definicién moderna de deformacién ingenieril como
alargamiento unitario se atribuye a Cauchy, aunque ciertamente debifa manejarse con
anterioridad. Se establecen también en este Capitulo las relaciones de equilibrio exis-
tentes entre las fuerzas aplicadas y el estado tensional, y las relaciones de compatibilidad
entre los desplazamientos y las deformaciones.

1.2 Concepto de tensién

Consideremos un cuerpo sélido sometido a la accién de un sistema de fuerzas exteriores
(cargas aplicadas y reacciones) en equilibrio, e imaginémoslo cortado por una seccién
cualquiera S que lo divide en dos partes, (A) y (B), situadas a ambos lados de la
seccién S (Figura 1.1). Para que exista equilibrio en las dos partes resultantes, (A)
y (B), deben existir unas ciertas fuerzas de interaccién a través de la superficie S a
las que llamaremos F'. Las fuerzas de interaccién son iguales en magnitud y direccién,
pero de sentidos opuestos, sobre las secciones S de las partes (A) y (B), segin exige el
principio de accién y reaccién.

Consideremos un punto sobre la superficie S y un entorno de dicho punto de drea
AS. Llamemos AF a la fuerza que la parte (B) del cuerpo ejerce sobre la parte (A) a
través del area AS. La fuerza por unidad de drea vale entonces:

- (1.1)
™= AS '

A esta fuerza por unidad de drea t,, se le llama tensién media sobre la superficie S
en el punto considerado. Si se hace tender el drea AS a un elemento diferencial de drea
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Fig. 1.1: Concepto de tension media

dS, se obtiene lo que se define como tensién en un punto segin una superficie S dada:

AF _dF

b= Jm A5 = as (1.2)

Respecto al concepto de tensién pueden hacerse las siguientes observaciones:

Las dimensiones de la tensién son [F'L~2], o sea, fuerza por unidad de superficie.
En el sistema internacional la tensién se mide en Pascales (Pa), es decir, en N/m?.

En general, la tensién no es normal al plano de corte considerado, sino que puede
descomponerse segin dos componentes: la tensién normal al plano de la seccién,
o, vy la tensién tangencial a dicho plano, 7, tal como se muestra en la Figura 1.2.
El médulo de la tensién ¢ es igual a:

|t| = Vo2 + 72 (1.3)

La tensién depende del punto y de la orientacién de la seccién elegidos. Asi, en
un punto dado se tendrdan diferentes tensiones segin la orientaciéon considerada
(Figura 1.3), y para una seccién dada se tendran tensiones diferentes para distintos
puntos.
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Fig. 1.2: Componentes normal y tangencial de la tension

G=P/A,
==

<]

Tensiones para =0

G=P2A,

CARGA AXIAL

T=P/2A,
Tensiones para o =45°

T=P/2A,

0=P/2A,
Tensiones para o= —45°

Fig. 1.3: Componentes de la tension en un punto segun la orientacion de la seccidn
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1.3 Componentes de tensién

Consideremos un cuerpo sometido a la accién de un sistema de fuerzas en equilibrio. Sea
O un punto de su interior en el que se desea determinar el estado tensional. Analicemos
un elemento diferencial de volumen, de forma hexaédrica y de dimensiones (dz, dy, dz),
con vértice en O y con caras paralelas a un cierto sistema de referencia cartesiano
(x,y, z) con origen en O (Figura 1.4). Sobre cada cara del elemento diferencial actia una
tension t diferente que se puede descomponer segin los ejes de referencia. Llamaremos
o a las componentes del vector tensién normales a cada cara y 7 a las componentes
tangenciales. Las componentes tangenciales se pueden descomponer a su vez en las
direcciones de los dos ejes paralelos a la cara.

Oxy Txys Txz
Asi, sobre las caras normales al eje ¢ y ¢ actiian las componentes § 0y, Tyz, Tyz

N

OzyTzxsTzy

O
Wéy
I
@)
T X
G, Ty 2l T Ty, dz
@;( |T;<z sz-%
' . O,
’Cyz O Xy Tyx Y
(oM __ =
b FC ’ TZX y
-~ zy dx
'©c

X

Fig. 1.4: Sistema de referencia y componentes cartesianas de la tension
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El subindice de las tensiones normales representa el eje coordenado al que es normal
la superficie sobre la que actian. Los dos subindices de las tensiones tangenciales de
una superficie indican, el primero, el eje al cual es normal la superficie sobre la que
actian y, el segundo, el eje al que es paralela la componente tangencial. En las caras
que no forman los ejes coordenados, se consideran componentes positivas las que tienen
los sentidos de los ejes. En las caras que si forman los ejes coordenados, se consideran
los sentidos positivos opuestos. De esta forma, las tensiones de traccién son tensiones

normales positivas y negativas las de compresion.

1.4 Estado plano de tensiones

Cuando las componentes tensionales sobre planos normales al eje z, 0.,7T.; ¥ T2y,
son nulas, las tensiones t estdn siempre contenidas en el plano xy, y entonces se dice
que se tiene un estado plano de tensiones (Figura 1.5). El estado tensional queda
completamente definido por las componentes o, 0y, 74,. Conocidas estas componentes
del tensor de tensiones en cualquier punto O, es posible determinar la tensién sobre
una superficie arbitraria, si se conocen los cosenos directores de la misma.

i

M

’C'yx

=Y

Yhdx d
dy O Tz

Fig. 1.5: Estado plano de tensiones
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1.4.1 Ecuaciones de equilibrio interno de Cauchy

Distinguiendo con una prima las tensiones que actian sobre los lados que no forman los
ejes coordenados (Figura 1.5), las relaciones que existen entre las tensiones correspon-
dientes a lados paralelos, por ejemplo, los lados del elemento diferencial perpendiculares
al eje x, son, por continuidad del campo de tensiones:

0
J’x =0, +do, = 04 + g; dx
or
Ty = Tay T ATy = Tay + 8;y dx (1.4)

Andlogamente pueden obtenerse las relaciones para las componentes de tensién actuan-
do sobre los lados perpendiculares al eje .

Si llamamos b a las fuerzas por unidad de superficie cuyas componentes cartesianas
son b (bs, b,) y planteando las condiciones de equilibrio estatico del elemento diferencial
aislado, por equilibrio de fuerzas segin las dos direcciones cartesianas se obtienen las
ecuaciones de equilibrio interno o de Cauchy:

0oy 0Ty

o 8y+bz:0 O F,=0)
OTyy  Ooy B B
9 +87y+by—0 > F,=0) (1.5)

Ademsds, del equilibrio de momentos respecto al punto O (1.5) se obtiene el principio
de reciprocidad de las tensiones tangenciales:

(Tay dy) dx — (Tyz dz) dy =0 (>- Mo =0) (1.6)

o0 sea,

Tay = Tyz (1.7a)

Se deduce, por lo tanto, el principio de reciprocidad de las tensiones tangenciales,
que establece que "en dos planos perpendiculares entre si, las tensiones tangenciales
normales a la arista comin en un punto son iguales en médulo, y ambas concurren o
se separan simultdneamente de la arista" (Figura 1.6).

1.4.2 Tensién segiin una direccién arbitraria

Sea AB una orientacién arbitraria, y n (l,m), con | = cosa y m = sina, el vector
normal que la define. Por equilibrio de fuerzas en el elemento diferencial, pueden
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Fig. 1.6: Estado plano: reciprocidad de las tensiones

calcularse las componentes de la tension:

ly = 0y COSQ+ Ty Sin (1.8a)

ty = Tay COSQ+ 0y sin « (1.8b)

donde ¢, y t, son las componentes cartesianas de la tensién ¢ en el punto O segun el
plano AB. En forma matricial puede escribirse:

te _ | Oz Ty l
RN 0

t=Tn (1.10)

donde T es el tensor de tensiones correspondiente al estado plano.

Por el principio de reciprocidad de las tensiones tangenciales, el tensor de tensiones
es simétrico.

De lo anterior se deduce que, conocido el tensor de tensiones en un punto y los
cosenos directores de la normal a una orientaciéon AB cualquiera que pase por el punto,
se puede calcular la tensién t segin dicha orientacion.

Conocida la tensién ¢ en un punto segin una orientacién arbitraria AB (Figura
1.7a), las componentes normal y tangencial de dicha tensién se obtienen proyectando
las componentes t, y t, sobre las direcciones normal y tangencial al plano AB (Figura
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a) b)
yi Yi
B
(04
Txy
GX
P—
@) A X
T
yx yGy
Fig. 1.7: Tension segin una direccion arbitraria
1.7b), respectivamente:
o =tz cos a+1ysin «
= 0, cos® a+ oy sin® a + 27, sin a cos (1.11a)
T=1t, cos a—t;sin «
= T4y (cos? a — sin® @) + (0, — 0,) sin a cos a (1.11b)

1.4.3 Transformacion del sistema de referencia

Las componentes del tensor de tensiones varian segin el sistema de referencia en el que
se expresan. Si el estado de tensiones es plano (Figura 1.8), las tensiones referidas al
sistema, girado 2/, vy’ variarén respecto a las correspondientes al sistema x,7y. Sea N la
matriz de cosenos directores de los ejes z’, 9y’ respecto de los ejes x, y.

N - [ cos (¢'z) cos(y'x) ] _ lcosa —sina ] _ [ l —m] (1.12)

cos (z'y) cos (y'y) sina cosa m 1

Las tensiones t., (tzfz, tw/y) que actiian en las caras normales al eje 2’ expresadas en
funcién del tensor de tensiones del sistema x,y son:

Loty Tey Oy m
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Fig. 1.8: Transformacion del sistema de referencia

/

Procediendo de igual manera para las tensiones ¢,

(ty'zs tyy) que actian en las caras
normales a 1’ se puede escribir:

tx’x ty/z _ Oxr Tyx l —m (1 14)
Loy tyry Tey Oy m 1

T'=TN (1.15)

donde T es el tensor de tensiones en el sistema x,y de referencia y N es la matriz
de cosenos directores que corresponde a un giro « de dicho sistema de referencia. Los
elementos de la matriz T’ son las tensiones que actian en las caras normales a z’, 7/
referidas al sistema x, y.

Las componentes del tensor en el nuevo sistema de referencia se obtienen proyectan-
do las tensiones T’ en las direcciones ',y

Og Tylg! I m
Taly! Oy -m

T=NTTN (1.17)

Tey Oy m 1

Oc Tye ] [ Lomm ] (1.16)

La matriz N es una matriz ortogonal y se cumple N”N = I, donde I es la matriz
identidad; por ello puede escribirse:

T=NTNT (1.18)
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1.4.4 Tensiones principales

Conocida la expresién que proporciona el valor de las componentes cartesianas de la
tensién ¢, segin una direccién definida por n, cabe preguntarse para qué direcciones
ocurre que las tensiones son tnicamente normales (Figura 1.9), es decir, que se cumple:

t=on (1.19)

donde o es un valor escalar que corresponde al médulo de la tensién en la direccién
definida por n. Combinando las Ecs. (1.10) y (1.19), debe cumplirse que:

(T—0oI)n =0 (1.20)

Para que este sistema de ecuaciones, lineal y homogéneo, tenga solucién, es necesario
que el determinante del sistema sea nulo:

=0 (1.21)

o, desarrollando, que sea:

(1.22)

0 =019=—2""Y a— (1.23)

Fig. 1.9: Estado plano: tensiones principales
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Se puede llegar al mismo resultado partiendo de las componentes normal y tangen-
cial segin una direccién n arbitraria. De la Ec. (1.11b) se deduce que existe un cierto
dngulo « para el cual la tensién tangencial 7 se anula, es decir:

Ty (c0s® @ — sin® @) + (o) — o) sin « cos a =0 (1.24)
de donde .
Tey  _ Sacos 1o (1.25)
Or — 0y cos?a—sin“a 2

A partir de esta ecuacién es posible hallar dos direcciones perpendiculares entre si para
las cuales la tensién tangencial se anula; dichas direcciones son las direcciones princi-
pales de tensién y las tensiones normales correspondientes son las tensiones principales.

Andlogamente, se puede calcular que la tensién méxima en el punto se da en las
direcciones que forman 45° con las direcciones principales, y vale:

1 2=y’
Tmazr = 5(0'1 —03) = \/<O-20-y> + T%y (1.26)

Ejemplo 1.4.1

En un estado plano de tensiones se conocen las tensiones normales y tangenciales que
actian en los planos OA y OB (Figura 1.7). Se pide calcular los valores de dichas
tensiones para el plano AB que forma un dngulo o = 30° con el eje y.

Datos: o, = 28,48 MPa, o, = 15 MPa, 7., = 3 MPa.

Aplicando las Ecs. (1.11) y sustituyendo los valores del ejemplo, se obtiene para
el plano AB:

o = 28,48-0,866%+15-0,5%+3-0,866 = 27,71 MPa
T = 3(0,866% —0,5%) + (15 — 28,48) 0,866 - 0,5 = —4, 34 MPa

donde o y T son las componentes normal y tangencial, respectivamente.

Ejemplo 1.4.2

Para el estado plano de tensiones del Ejemplo 1.4.1, calcular el valor y la orientacién
de las tensiones principales.
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Datos: o, = 28,48 MPa, o, = 15 MPa, 7., = 3 MPa.

Las tensiones principales se producen para unas direcciones a y a4 90, en las que
se cumple que la tensién tangencial 7 es nula. Aplicando la ecuacién (1.51) se obtienen
los valores de ' y o + 90° que corresponden a las direcciones principales:

2T 2y 2-3

- —0,4451 = a3 =12° —102°
0s—o0, 28,48—15 “ 2

El valor de las tensiones normales segiin dichas direcciones se obtiene mediante la
ecuacion (1.49):

28,48 + 15 28,48 — 15\ 2
0‘:0‘1,2:%i\/(’T) 4 32

Resolviendo se obtienen los valores: o1 = 29,11 MPa , o9 = 14,36 MPa, que corres-
ponden a la tensién méxima y minima, respectivamente.

Ejemplo 1.4.3

Un roblén de acero estd sometido a una tensién tangencial 7., y una tensién normal
o, (Figura 1.10). Se pide calcular el valor y la direccién de las tensiones principales.
Datos: o, = —30MPa, 7., = 90 MPa.

(L=

X

Fig. 1.10: Ejemplo 1.4.3: union de dos piezas mediante un roblén
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Las direcciones correspondientes a las tensiones principales pueden obtenerse a par-
tir de la expresién:
27,
tan 2o = ——~—
Op — 0y
Reemplazando los valores del ejemplo, las direcciones principales son:

2.90

tan 2c = 50 = -6 = a3 =-40,27° ; o= a1 +90°=49,73°

Las tensiones principales pueden calcularse mediante la siguiente ecuacién y tenien-
do en cuenta que o, = 0:

2 2
oz toy Opr — Oy 5 —-30 —-30 9
0172 - 9 + \/( 92 ) + Txy - 2 2 + 90

Resolviendo se obtienen los valores: 01 = —106 MPa ,09 = 76 MPa.

1.5 Estado tridimensional de tensiones

En un estado tridimensional de tensiones (Seccién 1.3), la tension ¢ (t,,t,, t.) que actia
sobre una orientacién arbitraria definida por la cara ABC' (Figura 1.11), determinada
por su vector exterior n(l,m,n), se calcula de forma andloga al caso plano (Seccién
1.4.2). Se puede escribir:

Fig. 1.11: Tetraedro de Cauchy
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te O  Tyr Tz l
by | = | Tay 0Oy Tay m (1.27)
123 Tez Tyz Oz n
o en forma compacta:
t=Tn (1.28)

donde T es el tensor de tensiones que es igual a:

Or Tyr Tzx
T=| T4 0y Ta (1.29)

Txz Tyz Oz

Por el principio de reciprocidad de las tensiones tangenciales, el tensor de tensiones
es simétrico.

Al ser el tensor de tensiones simétrico, existen siempre tres direcciones ortogonales
entre si en las cuales no se producen tensiones tangenciales. Son las llamadas direcciones
principales de tension. Expresado en esas direcciones (Seccion 1.4.3), el tensor T es
diagonal.

1.6 Concepto de deformacién

1.6.1 Desplazamientos

Se llama desplazamiento al cambio de posicién de un cuerpo resultante de los movimien-
tos de sélido rigido y las deformaciones. Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.6.1.1

Consideremos un cuerpo bidimensional que se desplaza sin girar y sin deformarse a
una nueva posicién. Este movimiento del cuerpo se llama traslacion de sélido rigido
(Figura 1.12).

Las componentes del desplazamiento de un punto P, u y v, en las direcciones x, ¥,
respectivamente, pueden expresarse mediante las correspondientes diferencias entre la
posicién final (xf,y¢) e inicial (x4, y;):

U = Tf—T;

Vo= Yf—Yi
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yi

(Xf7 Yf)

Al

Fig. 1.12: Traslacion de sdlido rigido

Las componentes u y v son las mismas para cualquier parte del cuerpo, no hay cambio
en el tamafno o forma del mismo, es decir, no hay deformacién.

Ejemplo 1.6.1.2

Consideremos el mismo cuerpo bidimensional pero ahora los desplazamientos son el
resultado de un giro # alrededor de un eje. Este movimiento del cuerpo se llama giro
de sdlido rigido (Figura 1.13).

yi
(Xf9 Yf)
(xi, Yi)

Al

Fig. 1.13: Giro de sdlido rigido
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Las componentes u y v del desplazamiento en las direcciones z, y, respectivamente
son, como en el ejemplo anterior:

U = Ty—T;
vV o= Yf—Yi

En este caso, las componentes u y v son diferentes para los distintos puntos del cuerpo.
Cambia la orientacién del cuerpo pero no hay cambio en el tamano o forma del cuerpo,
es decir, no hay deformacion.

De los ejemplos anteriores se concluye que:

e Los movimientos de sélido rigido sélo desplazan el cuerpo hasta una nueva posi-
cion.
e Cualquier movimiento de sélido rigido puede analizarse como combinacién de una

traslacién y un giro de sélido rigido.

e En los movimientos de sélido rigido no hay deformacidn porque los desplazamien-
tos resultantes son tales que no hay variacién de la distancia entre dos puntos
cualquiera del cuerpo.

Ejemplo 1.6.1.3

Analicemos el cuerpo rectangular ABC D que se deforma sufriendo una modificacién de
la longitud en direccién x (Figura 1.14). Este tipo de deformacién se llama deformacion
longitudinal.

Un punto arbitrario P; (x;,y;) del cuerpo no deformado ocupa la posicién final
Py (zf,yr). Sino existe deformacién en direccién y, en la deformacion longitudinal las
componentes u y v del desplazamiento en las direcciones x, y son:
x
u = :Bf—xi:u(x):Ag
v = yr—y; =0
Nétese que los desplazamientos u sélo dependen de la coordenada original x(uz—g) =
0,uz—p) = A). Ademds, los puntos situados sobre rectas paralelas al eje y sufren
el mismo desplazamiento en direccién = y no se desplazan en direccién y, (deforma-
cién transversal nula). Por ltimo, la deformacién longitudinal produce un cambio de
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yi M

C(0,h)  D(b,h) C¢ (0, h) Dy (b+A, h)

\)/’-‘—Pi(xiayi)» O/‘—'—_Pf(xfan)

A (0,0) B(b,0) X A, (0, 0) B;(b+A,0) X

Fig. 1.14: Deformacion longitudinal

tamano del cuerpo, debida a la variacién de la distancia longitudinal entre dos puntos
(Figura 1.14).

Ejemplo 1.6.1.4

El cuerpo rectangular ABC'D se deforma sufriendo una modificacién de los dngulos que

forman sus aristas (Figura 1.15). Este tipo de deformacion se llama deformacion por
cortante.

y) |
C(,h) D (b,h) C(A,h) D¢ (b+A,h)
—1—h (Xia}’i)» P (x¢, ¥p)
A (0,0) B(b,0) X A (0, 0) B(b,0) X

Fig. 1.15: Deformacion por cortante

Un punto arbitrario P; (x;,y;) del cuerpo no deformado ocupa la posicién final
P; (xf,yr). En la deformacion por cortante, las componentes v y v del desplazamiento
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en las direcciones x, y, respectivamente son:

u = :Uf—xl-:u(y):A%
v = yr—y; =0

En este caso, los desplazamientos u sélo dependen de la coordenada original y. Los
puntos situados sobre rectas paralelas al eje z a una distancia y sufren el mismo des-
plazamiento en direccién x, y no se desplazan en direccién y. La deformacién por
cortante produce un cambio de forma del cuerpo, debida a la variacién del dngulo que
forman originalmente las aristas (Figura 1.15).

Teniendo en cuenta los ejemplos anteriores se pueden obtener las siguientes conclu-
siones (Figura 1.16):

e En un cuerpo deformable que sufre una deformacion longitudinal (Figura 1.16a)
se produce un cambio de volumen en el que la distancia entre dos puntos puede
cambiar.

e En un cuerpo deformable que sufre una deformacion por cortante (Figura 1.16b)
se produce un cambio de forma en el que el dngulo entre dos lineas puede
cambiar.

e Estos cambios de volumen y de forma son los que diferencian a un cuerpo de-
formable de un cuerpo rigido.

1.6.2 Deformacion

Consideremos un cuerpo sometido a la accién de fuerzas aplicadas, y con vinculos
suficientes como para impedirle movimientos de sélido rigido. Dado que no existe

—————— 7 ]
lr 7| Y Yy

AR N / /

(1+€)/

Fig. 1.16: (a) Deformacion longitudinal (b) Deformacion por cortante
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material alguno que sea infinitamente rigido, la accién de las fuerzas se traduce en que
el cuerpo se deforma, es decir, cambia de tamanio y de forma. Supondremos en lo que
sigue que el cuerpo se comporta de forma suficientemente rigida como para que los
movimientos que se producen en el proceso de deformacién sean pequefios comparados
con las dimensiones del cuerpo (principio de rigidez).

(a) Deformacién longitudinal

Consideremos una barra recta de longitud inicial [ que sufre un alargamiento Al hasta
una longitud final [y =1+ Al  (Figura 1.17). O sea:

Al =1;—1 (1.30)

La deformacion longitudinal media o alargamiento unitario medio en la barra se
calcula dividiendo el alargamiento por la longitud inicial:

Em = % (1.31)
Analicemos el alargamiento que sufre un elemento de la barra de longitud Az. Como
consecuencia del alargamiento, los puntos N y M se desplazan situdndose en sus nuevas
posiciones Ny y My, respectivamente. Los desplazamientos que sufren dichos puntos
son uy y ups, respectivamente. Llamando Au a la diferencia Au = upy — uy, la
deformacién longitudinal media que sufre el elemento es igual a la relacién:

uy —uy  Au

em (NM) = S = (1.32)
0 N¢ M |
[
uy|
o§ Nf§ M, |

Fig. 1.17: Barra sometida a una deformacion longitudinal. Alargamiento unitario
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Si el elemento de longitud Az se hace tender a un elemento diferencial de longitud
dx, se llama alargamiento unitario o deformacidn longitudinal en un punto N a la
relacién:

gz (N) = Aligo i—z = Z—Z = (1.33)
Se consideran positivas las deformaciones longitudinales de alargamiento y negativas la
de acortamiento. La deformacién longitudinal o alargamiento unitario es adimensional
ya que es el resultado de un cociente ente dos magnitudes lineales. La relacién entre la
deformacioén longitudinal y el desplazamiento € = v’ se basa en la hipétesis de que los

desplazamientos u son pequenos u < | y que dicha deformacién € es pequena ¢ < 1.

Ejemplo 1.6.2.1

Consideremos una barra recta que sufre un alargamiento up en direccién longitudinal
debido a un incremento uniforme de temperatura (Figuras 1.18).

a) b)
u (%)}
N
oy |s T T T
§—> , U
l X l u (%) __J/8x=u=T
1 U [ ! ‘
| |
oy B T %

Fig. 1.18: Deformacion de una barra debida a un incremento uniforme de temperatura

El desplazamiento de un punto en direccién x es una funcién lineal del desplaza-
miento up que sufre el extremo B de la barra (Figura 1.18b):

u(z) = uB%

La deformacién longitudinal es:
/ up
Erg =U = —

!

y la deformacion longitudinal media es igual a:

. _&_UB—UO up
e l l
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Yy i Y Y
/ |
¥
3 Tyy 2
yXy -
(0] x O x O x O Ty/2 X

Fig. 1.19: Deformacion angular

Noétese que en este caso la deformacién longitudinal €, y la deformacién longitudinal
media &, son iguales. Este tipo de deformacién se llama deformacion uniforme.

(b) Deformacioén angular

Los cambios de forma de un cuerpo estdn asociados a la variacién de los dngulos que
forman las aristas del cuerpo que originalmente son rectos.

La Figura 1.19 muestra la deformacién por cortante que sufre un cuerpo cuadrado
que se deforma por cortante en un rombo. La diferencia entre los tres bloques defor-
mados (Figuras 1.19b-1.19d) es una rotacién de sélido rigido. Sin embargo, en cada
uno de los cuerpos deformados, la variaciéon del dangulo entre las dos aristas (que ini-

i vi

™,
3

AT

=Y
<Y

Fig. 1.20: Deformacion angular en un punto
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cialmente era recto) es el dngulo Vay- Esta disminucién del dngulo es un ejemplo de la
deformacién angular.

La deformacién angular o distorsién en un punto se define como la variacién angular
entre dos segmentos inicialmente perpendiculares, como consecuencia de un cambio de
forma (Figura 1.20).

Por ejemplo, si se consideran los segmentos perpendiculares PQ y PR, la deforma-
cién angular en el punto P, puede expresarse por:

Vay (P) = éi_r}np (@ B Q’/Pﬁ%’) - c%i_{np (
R—P R—P

g - @’) (1.34)

La deformacién angular se considera positiva cuando el dngulo que forman dos
segmentos perpendiculares disminuye. La deformacién angular o distorsion es adimen-
sional, ya que la variaciéon angular se mide en radianes. Por iltimo, la deformacion
angular mide el cambio de forma de un cuerpo en la proximidad de un punto P. Todo
lo anterior se basa en la hipétesis de que la deformacién angular v es pequena v < 1 rad.

Ejemplo 1.6.2.2

El apoyo de una viga formado por dos placas rigidas y un bloque de neopreno de altura
h, se deforma segin muestra la Figura 1.21. Calcular la deformacién angular en el
neopreno.

Datos: w=1,035-10"3m, h = 0,15m.

Fig. 1.21: Apoyo del Ejemplo 1.6.2.2

La distorsién angular es:

— —_— T s —_
Yey = BAD—BAD = — (3~ BAB)
1,035-1073
— arctan = — arctan o~ — 6,9-1073 rad

h 0,15
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1.7 Estado plano de deformacién

1.7.1 Movimientos y deformaciones

Se define un estado plano de deformaciones como aquél en que los movimientos segin

los ejes z,y, z son:
u=u(z,y) v="1v(z,y) w=0

Consideremos la deformacién de un segmento diferencial dx (Figura 1.22) y sea u el
desplazamiento en direccién = que sufre el punto origen del segmento. Para el punto
final del segmento:

u—|—du:u—|—%d$:u+sxdx (1.35)
x

que define la deformacién unitaria segin el eje z, €;, como:
ou
oz
Ansdlogamente, pueden definirse las deformaciones unitarias segin el eje y como:
v
dy

donde v es el desplazamiento segun el eje y.

Ex (1.36)

£y (1.37)

Consideremos ahora la deformacién de un elemento ortogonal diferencial dxdy
(Figura 1.23). Puede escribirse:

ov  Ou
/|
dx €, dx

-—

Fig. 1.22: Relacion entre desplazamiento y deformacidn longitudinal
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vi

dx

Fig. 1.23: Relacion entre desplazamiento y deformacidon angular

donde 7, es la deformacién angular o distorsién del elemento originalmente rectangu-
lar.

Por tanto, en un problema plano en el que se producen las componentes de desplaza-
miento u(z,y) y v (z,y) en las direcciones z, y, respectivamente, hay tres deformaciones
unitarias independientes, dos longitudinales y una angular, expresadas por:

590:21; ’Ey:gz ) 'V:ch:’ny:gz"_gi (139)

Las relaciones entre las deformaciones unitarias y los desplazamientos se basan en
la hipétesis de que los desplazamientos y las deformaciones son pequenos (principio de
rigidez).

Para poder resolver el problema inverso, es decir, para poder hallar los desplaza-
mientos u, v dadas ez, £y, Yy, éstas deben cumplir una unica ecuacién de compatibilidad
de Saint-Venant:

Pe, 0%y Py

oy? * 0z Ozdy

(1.40)

Ejemplo 1.7.1.1

Calcular un campo de desplazamientos plano que esté compuesto de una traslacién
rigida agp = (ug,vp), un giro rigido de médulo wg alrededor del punto (zg, o), unas
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yi Yi vi

Ug
|
|

Vo

<Y
A

Ug

Fig. 1.2: Movimientos y deformaciones del Fjemplo 1.7.1.1

deformaciones longitudinales constantes e, €y,, y una deformacién angular constante
Vayo ((Figura 1.24).

El campo buscado es:

1

U = ug— (y_yO)w0+€$o x—i_i’)/xyo Yy
1

vo= w0t (2= 20)wot ey Y 5 Vay, @

Se comprueba que:

ou
E$ = % = EmO
0
&y = = = Eyo
Jy
ou Ov
Yoy = @+%:7xy0

y que se cumple la condicién de compatibilidad, Ec. (1.40), al ser las deformaciones
constantes.

Ejemplo 1.7.1.2

Un campo plano de deformaciones viene dado por: &, = 8z ; &y = T ; 7, = —V.
Comprobar que se cumple la ecuacién de compatibilidad, Ec. (1.40), y hallar el campo
de desplazamientos.
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La ecuacién de compatibilidad se cumple idénticamente al ser el campo de defor-
maciones lineal y, por tanto, sus derivadas segundas son nulas.

El campo de desplazamientos se halla integrando las ecuaciones que relacionan dicho
campo con el campo de deformaciones:

ou g ov ou L+ ov
— = 8 —_— =X —_— —_ = —
oz oy dy Ox 4
De la 1%: u=42>+ f (y)
De la 2% v=u1xy+g(z)
d, d
De la 3¢ —f+y+—g:—y = fly)==y* 3 gx)=0
dy dx
y resulta:
uw = 4da?— y2
vo= xy

1.7.2 Tensor de deformaciones

Consideremos un elemento unitario OD = n, de cosenos directores (I,m). Se define
como deformacién & del elemento OD al desplazamiento DD’ del punto D, originado
por la deformacién del elemento rectangular diferencial de drea de dimensiones [ y m,
que tenga a OD por diagonal, prescindiendo de rotaciones y traslaciones de sélido rigido
(Figura 1.25).

Calculamos a continuacién las componentes cartesianas del vector 8, o sea (0, dy).
Para ello, sumamos las componentes del desplazamiento del punto D debidas a los
alargamientos unitarios €, ¢, y a la distorsién v, (Figuras 1.25b y c):

0o = e+ %m (1.41)
5, = Wiiem
2
o matricialmente:
0=Dn (1.42)

donde D es el tensor de deformaciones que es igual a:

1
D=, 2w (1.43)
2Tzy  Cy
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a)
M
DV
D
7
5
N
n
m
ds
0 / ES
b) c)
7 ) e
_____ D' = /‘ Zyxy/2
gEm) D g - el _ 11

|
| | /
m | m
| /
| |

X

0 ] el x T2 1

Fig. 1.25: Estado plano de deformacidon: (a) Vector deformacion (b) Desplazamientos
debidos a los alargamientos (c) Desplazamientos debidos a las distorsiones

El tensor de deformaciones es simétrico, al haber prescindido en su construccién de
las rotaciones de sélido rigido.

Se deduce de la expresién (1.42) que, conocidas las componentes del estado de
deformacién de un punto (tensor de deformaciones) y los cosenos directores de un
elemento lineal cualquiera, se puede conocer la deformacién de dicho elemento (Figura
1.26).

€ = eyco8’p+eysin®g+ Yy SIN @ COS @ (1.44a)
v = 2(gy —€z)singcosd + 7y, (0052 ¢ — sin? ) (1.44b)
1.7.3 Transformacion del sistema de referencia

Andlogamente a lo desarrollado para el tensor de tensiones (Seccién 1.4.3), en un estado
plano el tensor de deformacién se transforma al girar el sistema de referencia x, y y pasar
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YYX

. . L, . . . L=
Fig. 1.26: Deformaciones segin una direccion arbitraria n

a ser x’,7y'. Sea N la matriz de los cosenos directores:

cos (z'y)  cos (y'y) sina cosa m 1

N - [ cos ('x) cos(y'x) ] _ [cosa —sina] _ [ l —m] (1.45)

y D el tensor de deformaciones referido al sistema z,y. La expresién que permite
obtener el tensor de deformaciones D’, referido al sistema de referencia z’,v/, es:

) Eq %’yx,y, _ I m 1596 %’ymy I —m (1.46)
3Vaty €y -m Y2y Ey m
o matricialmente
D'=N'DN (1.47)

Ejemplo 1.7.3.1

En el punto O de un sélido bidimensional se conocen las deformaciones unitarias segin
los ejes x,y (Figura 1.27a). Se pide calcular los valores de dichas deformaciones para
las direcciones z’,3’ que forman un dngulo o = 40° con los ejes x, y.

Datos: g, = 3,6-107%, ¢, =2,4-1073, 4,, = 5,0- 1073,

Conocidas las componentes del tensor de deformaciones D, mediante la Ec. (1.46)
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Fig. 1.27: (a) Estado plano de deformacion del Ejemplo 1.7.3.1 (b) Deformaciones
referidas al sistema ',/

obtenemos el tensor de deformaciones D’ referido al sistema de referencia ', 7/’

Ea! %’yx/y/ _ 0,766 0,643 3,6 2,5 10-3 0,766 —0,643
%’yx/y, Ey B —0,643 0,766 2,5 2,4 0,643 0,766

_ | BT 016 | s
~0,16 0,43

Los valores de las deformaciones unitarias segun las direcciones ',y (Figura 1.27b)
son:

ey = 5,6-1073
ey = 4,3-107*
Vory = —3,2-107*

1.7.4 Deformaciones principales

De forma andloga a lo planteado al estudiar las tensiones (Seccién 1.4), existen unas
direcciones para las que se cumple que la deformacion es exclusivamente longitudinal:

d=¢cn (1.48)

donde ¢ es un valor escalar que corresponde al médulo de la deformacién en la direccién
definida por n. Combinando las Ecs. (1.48) y (1.42) se tiene:

(D—eI)n=0 (1.49)
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donde I es una matriz unitaria 2 x 2. Para que este sistema de ecuaciones, lineal y
homogéneo, tenga solucién, es necesario que el determinante del sistema sea nulo, o

sea
1
feTE e | (1.50)
2Vey Cy €
desarrollando el determinante y resolviendo:
Ext+ e 1
e=¢€19= % + 5\/(81 — &)’ +12, (1.51)

donde €1 y &9 son las deformaciones principales.

De forma alternativa, las direcciones de las deformaciones principales pueden deter-
minarse partiendo de las expresiones (1.35) que proporcionan el alargamiento unitario
y la distorsién segin una direccién arbitraria m. Si se iguala a cero la Ec. (1.44b):

2 (ey — €z)sincos ¢ + 7y, (cos2 ¢ — sin? $) =0 (1.52)

se obtiene:
94
Toy me(?sf = tan2¢ (1.53)
Ex —Ey  COS* ¢ —sin” ¢

que proporciona las direcciones de las deformaciones principales.
La deformacién cortante méxima en el punto se da en las direcciones que forman
45° con las direcciones principales y vale:

T = €1~ €2 = 1/ (e — £)° +72, (1.54)

Ejemplo 1.7.4.1

La placa de la Figura 1.28 se deforma segin se muestra con las deformaciones unitarias
£x = 5,6 - 1073, gy = 2,4 - 1073, Vay = 84~ 1073. Se pide: a) escribir el tensor
de deformaciones correspondiente, y b) calcular las deformaciones principales y sus
direcciones.

Conocidas las deformaciones unitarias referidas al sistema z,y, el tensor de defor-

1
D:[ o 2%@]:[5,6 4,2]10_3

maciones D es:

%”yw Ey 4,2 2,4
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Fig. 1.28: Deformaciones de la placa del Ejemplo 1.7.4.1

Las deformaciones principales pueden calcularse hallando las raices de la ecuacién:

5,6 —¢ 4,2
4,2 2,4—¢

1
Ex — € §7xy

: 107% =0
§’ny Ey — €

Resolviendo el determinante se obtiene la ecuacién:
2 _
e°—8—-4,2=0
La solucién de esta ecuacién proporciona los valores de €1 y €2 que son los alargamientos
unitarios principales:
er = 8,5-1073
g = —0,5-1073

Las direcciones en las que se producen las deformaciones principales se calculan me-
diante la expresion:

’YZ'y o 8, 4
Ex—&y 9,624

por tanto, ¢; = 34,57° y ¢ = 124,57° son las direcciones principales de las deforma-

tan 2¢ = = 2,625

ciones.

Ejemplo 1.7.4.2

En el punto O de un sélido bidimensional se tienen las deformaciones €, = 4,2 - 1073,
gy = —3,0 1073 y Yay = 6,0 1073 (Figura 1.29). Se pide calcular los alargamientos
unitarios principales y la distorsién méxima.
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Fig. 1.29: Deformaciones del sdlido bidimensional del Ejemplo 1.7.4.2

Las direcciones principales de los alargamientos unitarios se obtienen mediante la

expresion:
f}/xy _ 67 0
€x—gy 4,2+3,0

Por tanto, las direcciones principales son: ¢; = 20° y ¢ = 110°.

tan 2¢ =

=0,833

Los alargamientos unitarios principales, €1 y €2, pueden obtenerse a partir de la

expresion:
Ext+ e 1 D)
€ = €12= % + 5\/(51 —ey)” + 72y
4,24+3,0 1
_ [; /(7,22 + 6, 0)2] 1073

de donde se obtiene, e = 5,2-1073 , g9 = —4,0-1073.
La orientacion de la deformacion por cortante maxima puede determinarse mediante
la expresion:

T 472 )
tan2ﬁ:—a &y _ _ 6+030:

Yy
Por tanto, 81 = —25% y 89 = 51 + 90° = 65°.
Noétese que las direcciones principales y las direcciones de deformacién por cortante

~1,2

méximas forman un dngulo de 45°. El valor de la distorsién méxima puede calcularse
mediante:

Ymax = \/(EI - Ey)Q + 7:2%/ = 9’ 4- 10_3
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——9.4x10°

ymax

Fig. 1.30: (a) Alargamientos unitarios principales (b) Distorsion mdazima

El alargamiento unitario que se produce en la direccién B, puede calcularse real-
izando el cambio de sistema de referencia:

€s, = Ex cos® B + e, sin” By + Vay S B COS B4
[4,2-0,82139 — 3,0-0,1786 — 6,0 - 0,4226 - 0,9063] - 103
= 0,6-1073

Puede comprobarse que los alargamientos segin las direcciones 3, y 5 son iguales.

1.8 Estado tridimensional de deformacion

En un problema tridimensional en el que aparecen las componentes de desplazamiento
u(z,y,2), v(r,y,2) y w(z,y,z) en las direcciones x,y, z, respectivamente, hay seis
deformaciones unitarias independientes, tres longitudinales y tres angulares, expresadas

por:
_ Ou _ O
N
v (% w
- = — 4+ = 1.55
Ey oy Vyz oz + oy ( )
_ ow _ Ow , ou
=T o Tz T 9y T 9z

Las relaciones tridimensionales entre las deformaciones unitarias y los desplaza-
mientos se basan en la hipdtesis de que los desplazamientos y las deformaciones son
pequenos (principio de rigidez).
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D — D
L0 2 1

2
,)L_ —— ! )| Em =
O y le\ _O D3 Y
X

X

's

D}
©) ny, /2 D' D, ny /2
Z“ Tyz 1 2 My AZ
Ty, 2, nN T2 m y
o/ AR = |
ol / / \ \[a ™0 T
Ty /2 L/ / - v, 2 \ \
- 1 _ - L == \_ \
yyz/Z m y X Iy, /2 -~ \LJ myxy/Z
x| Hyy/2 Dy

Fig. 1.81: (a) Concepto de vector deformacion (b) Desplazamientos debidos a los
alargamientos (c¢) Desplazamientos debidos a las distorsiones

En estas condiciones, la deformacién 6(6,,6y,0,) de un elemento OD = n(l,m,n)

(Figura 1.31a)se calcula de forma andloga al caso plano (Seccién 1.7.2).
Matricialmente se tiene:

§=Dn (1.56)

donde D es el tensor de deformaciones que es igual a:
1 1
Ex 57131 57122
_ |1 1
D= 37, & 37%: (1.57)
1 1
§7xz §7yz €z
El tensor de deformacién es simétrico, al haber prescindido en su construccién de

las rotaciones de sélido rigido.

Al ser el tensor de deformacién simétrico, existen siempre tres direcciones orto-
gonales entre si en las cuales la deformacién es exclusivamente longitudinal. Son las

llamadas direcciones principales de deformacion. Expresado en esas direcciones el ten-
sor D es diagonal.
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2 Elasticidad y Comportamiento de Materiales

2.1 Introduccién

En el Capitulo anterior se han introducido y desarrollado los conceptos de tensién y
deformacién, y sus relaciones respectivas con las fuerzas aplicadas y los desplazamientos.
Se han establecido las necesarias ecuaciones de equilibrio (entre fuerzas y tensiones) y
compatibilidad (entre desplazamientos y deformaciones).

En este Capitulo, tensiones y deformaciones se relacionan entre si para comple-
tar los fundamentos de la Mecdnica de Sélidos Deformables. Se plantean primero los
principios béasicos de la Elasticidad: la ley de Hooke y el principio de superposicién,
bases para la ley de Hooke generalizada. El Capitulo contintda considerando el compor-
tamiento experimental de los materiales y cémo compatibilizar éste con las hipétesis
de la elasticidad. Finalmente, se introducen en este contexto los conceptos de tensidn
limite, tension admisible y coeficiente de sequridad.

2.2 Elasticidad y linealidad. Ley de Hooke

Todo cuerpo sélido se deforma bajo la accién de fuerzas aplicadas, y al cesar éstas, el
cuerpo tiende a recuperar su forma primitiva. Esta tendencia que, en mayor o menor
grado, tienen todos los sélidos se denomina elasticidad.

En realidad, los sélidos no son ni perfectamente eldsticos ni perfectamente ineldsti-
cos. Las deformaciones que en ellos se producen constan de una parte de deformacién
eldstica, que desaparece al cesar las fuerzas aplicadas, y una parte de deformacién per-
manente, que se mantiene posteriormente. En un elevado nimero de sélidos, si las
fuerzas no sobrepasan determinados valores, las deformaciones permanentes son muy
pequenas, y en consecuencia, dichos cuerpos pueden considerarse eldsticos.

Consideremos un experimento sencillo: se monta una viga biapoyada como la de la
Figura 2.1 y se mide el desplazamiento vertical § de un cierto punto A de la misma

37
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Carga variable
gradual

Fig. 2.1: FExperimento y curva carga-desplazamiento

producido por una fuerza P aplicada en otro punto B de dicha viga. La fuerza P se
aumenta de forma gradual hasta un cierto valor y se dibuja la curva P —  obtenida.
Si ahora descargamos la viga de forma gradual y dibujamos también la curva P — § en
descarga, observaremos que para valores méximos de P menores que cierto valor limite
P., llamado Ifmite eldstico, las ramas de carga y descarga coinciden, no hay deformacién
permanente, y por lo tanto, el comportamiento es eldstico. Si la carga P excede el
limite eldstico, la rama de descarga se separa de la de carga, se producen deformaciones
permanentes y se dice que el comportamiento no es perfectamente eldstico.

En el mismo experimento observaremos que existe otro valor limite F,, menor que
P, (y, normalmente, préximo a éste), llamado Iimite de proporcionalidad, tal que para
cargas menores que éste los desplazamientos son proporcionales a las fuerzas que los
originan. Este enunciado define el comportamiento elédstico lineal y se conoce como ley
de Hooke, ya que fue establecido por Robert Hooke en 1678 en su trabajo “De Potentia
Restitutiva (of Springs)”.

Matematicamente, la ley de Hooke se expresa de la forma:

P=ks (2.1)

donde k es la constante de proporcionalidad entre la fuerza aplicada P y el desplaza-
miento J que ésta produce. Obviamente, esta constante depende de la geometria del
problema y de las propiedades mecénicas del material de la viga.

2.3 Principio de superposicién

Si se cumple la ley de Hooke y se supone que los desplazamientos producidos por las
fuerzas actuantes son muy pequenos en relacién a las dimensiones del cuerpo, de tal
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manera que se pueda considerar que éste mantiene la forma y dimensiones originales,
entonces puede aplicarse el Principio de Superposicién o Principio de Linealidad. El
Principio de Superposicién establece que los efectos que un sistema de fuerzas aplicadas
origina en un cuerpo son iguales a la suma de los efectos que originan esas mismas
fuerzas actuando por separado.

Si sobre un cuerpo actia un sistema formado por dos fuerzas P, y P» (Figura 2.2),
el Principio de Superposicién establece que el desplazamiento vertical § de un punto C,
sera:

60 =01 + 09 (2.2)

donde 91 y &2 son los valores que toma el correspondiente desplazamiento vertical
cuando actian P; y P> solas, respectivamente.
Si la ley de Hooke es aplicable, sera:

P =k 01 Py = ko 09 (2.3)
y podremos escribir:
1 1
0=—P +—P 2.4
it 1+ o 2 (2.4)

En virtud de las propiedades conmutativa y asociativa de la suma, resulta claro que
el enunciado del Principio de Superposicién es equivalente a establecer que “los efectos
que un sistema de fuerzas aplicadas origina en un cuerpo son independientes del orden
de aplicacién de las fuerzas”.

Matematicamente, el Principio de Superposicién establece que la relacién accién-
respuesta es lineal, y tiene, por tanto, las propiedades de las funciones lineales.

Fig. 2.2: Principio de superposicion
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2.4 Ley de Hooke generalizada

Aplicaremos en esta seccién la ley de Hooke a la relacién existente entre tensiones y
deformaciones actuantes en un punto. Enunciada de esta forma, se le llama ley de
Hooke generalizada, y los coeficientes de proporcionalidad que aparecen son constantes
caracteristicas del material, y no dependen de la geometria del cuerpo, ya que el estado
tensional y de deformacién son propios de un punto.

Asimismo, admitiremos en todos nuestros desarrollos que los cuerpos son mecani-
camente isétropos, es decir, que sus propiedades mecédnicas son iguales en todas las
direcciones. Esta hipétesis de isotropia mecdnica no se cumple exactamente en algunos
materiales de construccién tales como la madera, que es fibrosa, ni en las rocas estrati-
ficadas, ni en materiales fabricados mediante un proceso de laminacién, etc. A pesar de
ello, los resultados que se obtienen con esta hipdtesis son satisfactorios en la mayoria
de los casos.

Consideremos un elemento diferencial de volumen sobre cuyas caras actian las co-
rrespondientes componentes de tensién (Figura 2.3a). Para estudiar la deformacién del
elemento, se utiliza el principio de superposicién, sumando las deformaciones producidas
por las distintas componentes de tensién actuando por separado. En virtud de la
hipétesis de isotropia mecdnica, supondremos que estas deformaciones son indepen-
dientes de la orientacién de los ejes de referencia escogidos.

Fig. 2.3: Elemento diferencial de volumen y deformacion bajo tensidn normal
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Supongamos primero que sobre el elemento diferencial sélo actia la componente
o, de tensién normal, sobre dos caras opuestas. Experimentalmente se comprueba
que, en materiales isétropos, las tensiones normales no producen deformaciéon angu-
lar y sé6lo originan deformaciones lineales segun las aristas del paralelepipedo (Figura
2.3b). De acuerdo con la ley de Hooke generalizada, estas deformaciones lineales serdan
proporcionales a las tensiones o, que las producen, es decir:

OA-0A o,

€xq

OA E
O'B' - OB O
Eyp = 585 = —VEg = _Vf (2.5)
. _oc-oCc e = 0
° oC B o E

donde F es el médulo de elasticidad longitudinal o médulo de Young, una propiedad del
material que se determina experimentalmente. El médulo de elasticidad fue introducido
por R. Young en 1803, aunque su definicién moderna se debe a L. Navier (1826).

Es claro en las expresiones (2.5) que las dimensiones del médulo de elasticidad son
de fuerza por unidad de superficie [FL™2]. En la Tabla 9.1 figuran valores medios del
moédulo de elasticidad de algunos materiales utilizados en ingenierfa civil y mecédnica.

En las expresiones anteriores se observa que el alargamiento longitudinal unitario
€z, va acompanado de contracciones laterales unitarias ey, ,¢€;,, proporcionales a ¢,
siendo v un coeficiente de proporcionalidad adimensional llamado coeficiente de Poisson
(S. D. Poisson, 1829) que es una constante fisica del material. En el acero el valor del
coeficiente de Poisson v es igual a 0,3 y en el hormigén vale entre 0,15 y 0, 20.

De forma andloga, por isotropia, la actuacién de la componente normal de tensién
oy produce unas deformaciones longitudinales y transversales de valor:

o o
Eys = Ey Erg = Egy = —V—o (2.6)

Material ‘ E [GPa] H Material ‘ E [GPa] ‘

Acero 210 Hormigén 20

Cobre 120 Cinc 100

Latén 100 Duraluminio 70
Bronce 110 Aluminio 76
Granito 50 Fundicién 170
Madera 10 Estano 40

Tabla 2.1: Mddulo de Young para diferentes materiales
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y la actuacién de la componente normal de tensién o, produce unas deformaciones:

g g
5 Eys = Egg = —I/Ez (2.7)

€23 =

Aplicando el principio de superposicién, la deformacién lineal segin el eje 2 debida
a la accién conjunta de las tensiones normales o,,0,,0, serd €, = €z, + €4y + €45-
Andlogamente ocurrird para las deformaciones lineales €, y .. Por lo tanto, se tiene:

g 14

E€p = Ex — E(U‘y +o0.)
ag 1%

Syzfy—E(Uz+U$) (28)
g v

Ey = EZ — E(O'x +O'y)

Consideremos ahora las deformaciones que las componentes tangenciales de la ten-
sién producen en el paralelepipedo elemental. Experimentalmente se comprueba que, en
un material mecdnicamente isétropo, la actuacién de cada uno de los pares de tensiones
tangenciales reciprocos (esto es, Toy ¥ Tyz s Tyz ¥ Tzy s Taz ¥ Tzz) Produce una deforma-
cién angular (7,,, v,z V2q» Tespectivamente) que transforma dicho paralelepipedo recto
en uno oblicuo (Figura 2.4).

Segin la ley de Hooke generalizada, las distorsiones producidas serdn proporcionales

x|

Fig. 2.4: Deformacion bajo tension tangencial
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a la tensién tangencial actuante:

_ Tay
el
-
Tuz = & (2.9)
Tzx
Yoz = q

donde G es una constante fisica del material que se llama mddulo de elasticidad
transversal o médulo de rigidez a cortante y tiene dimensiones [F'L™2].

Las ecuaciones (2.8) y (2.9) constituyen la expresion analitica de la ley de Hooke
generalizada para un material isétropo. Estas ecuaciones pueden invertirse para obtener
las componentes del estado de tensiones en funcién del estado de deformaciones:

Op = A Evol T 2,“/ Ex Tey = G r}/xy
Oy = A €yl + 21 &y Ty = Gy, (2.10)
02 = A Eyol + 2p €, T = G Y2z

donde €,y = €; + &y + €, es la deformacién volumétrica y A y p son los coeficientes de

Lamé, definidos por las siguientes expresiones:

Ev E

A\ = = 2.11
1+ v)(1-2v) P+ o) (2.11)

Médulos de rigidez a cortante y volumétrico

Se puede demostrar que:
E

G=———= 2.12
21+v) " (2.12)

Por tanto, un material eldstico isétropo viene caracterizado por cualquiera de los
pares de constantes fisicas (E,v), (E,G) 6 (A, ).

Por intuicién fisica y razones termodindmicas, el médulo de rigidez a cortante debe
ser positivo; por lo tanto, debe ser v > —1,0. Sin embargo, no se han medido coe-
ficientes de Poisson negativos en ningin material. El valor minimo de v medido expe-
rimentalmente es el del berilio (¥ = 0,01 =+ 0,05).

Para obtener la deformacién volumétrica en funcién de las tensiones actuantes, se
suman las igualdades (2.8) de la ley de Hooke generalizada, es decir:

1-2v
E

Evol :5x+5y+5z = (Ux+0y+0z) (213)
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Si el estado tensional es un estado de presién hidrostdtica, en el que o, = oy =
o, = p, entonces el valor de la deformacién volumétrica es igual a:

-2 _p

L 92.14
T PT (2.14)

Evol = 3

donde B
K=—1-—— 2.15
3(1—2v) (2.15)
es una constante fisica del material que se llama mddulo de elasticidad volumétrico, y
tiene dimensiones [F'L™2].
Por intuicién fisica y razones termodindmicas, el médulo de elasticidad volumétrico
debe ser positivo, lo cual implica que v < 1/2. Es decir, que en cualquier material
isétropo el coeficiente de Poisson debe ser necesariamente inferior a 0, 5, que corresponde

al limite de comportamiento incompresible (K = oo).
Efectos térmicos

Los soélidos experimentan cambios en su tamano y forma cuando estdn sometidos
a cambios de temperatura. Si se somete una barra sin restricciones a un cambio de
temperatura, se observa que la deformacién térmica unitaria e es aproximadamente
una funcién lineal de la temperatura (Figura 2.5).

er = % =a AT (2.16)

donde « se denomina coeficiente de dilatacion térmica del material.
El alargamiento que sufre la pieza al producirse un incremento de temperatura es

igual a:
AL=er L=a AT L (2.17)
T
| |
L
T+AT
| |
L+AL

Fig. 2.5: Alargamiento de una pieza por variacion de la temperatura
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Las deformaciones unitarias que resultan de los efectos térmicos se consideran indepen-
dientes de las que sufra la pieza debidas a otros esfuerzos de tipo mecédnico durante
o después del cambio de temperatura. Al ser independientes puede aplicarse el prin-
cipio de superposicién, y por tanto, incorporando las deformaciones que produce una
variacién de temperatura a las expresiones de la ley de Hooke (2.8) y (2.9), se obtiene:

g 1% T
o=~ poutos) taal Yoy = G
g 12 T
ey = Ey ~ (0t 00) +a AT Vyz = % (2.18)
o 1% T
EZZEZ_E(O-I+O-y)+aAT Yex = CZ;

En los sélidos isétropos sin restricciones cinematicas la deformacion térmica produce
variaciones de longitud (de volumen, de hecho) pero no distorsiones angulares.

Ejemplo 2.4.1

Un bloque de hormigén de forma ciibica de dimensiones 100 x 100 x 100 mm? est4
sometido a la accién de una tensién de compresién o, = 20 MPa. El cuerpo tiene
impedidos los movimientos en las direcciones z,y (Figura 2.6). Aplicando la ley de
Hooke generalizada, se pide calcular: (a) el valor de las tensiones segun las direcciones
z,y vy (b) el alargamiento del bloque en la direccién z.

Datos: E =20 GPay v =0,20.

G,

z

|

I

|

L 2
s ,

A
X

Fig. 2.6: Bloque de hormigon del Ejemplo 2.4.1
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Si los movimientos en las direcciones x,y estdn impedidos, los alargamientos unita-
rios en dichas direcciones son nulos: ¢, = ¢, = 0. Aplicando la ley de Hooke generalizada
se tiene:

z—0,2(cy —20
- _g (oy ) -0

E
oy —0,2(—20+04)

€y = i =0
. —20—-0,2(0, +0y)
= E

De la primera y segunda ecuaciones, se obtiene:

0y —0,20p = —4MPa
oy—0,20, = —4MPa

de donde se deduce que el valor de las tensiones o, y o, es idéntico e igual a:

4

~ 2 _ _5MmP
0,8 a

Op =0y =

De la tercera ecuacion se obtiene el acortamiento unitario en la direccién z:

[—20 — 0,2 (—10)] 10° 3
= =-0,9-10
£ 20 - 109 0.9

y el acortamiento del bloque de hormigén en dicha direccién z es igual a:

AL,=1L,e,=100(—0,9-10"%) = —-9- 10> mm

Ejemplo 2.4.2

La placa rectangular de la Figura 2.7 estd sometida a las tensiones de traccién o, =
120MPa y o, = 60 MPa. Suponiendo un estado de tensiones plano, calcular: (a) el

alargamiento que sufre en las direcciones z,y, (b) la variacién que sufre el espesor
e = 20mm; (c) la variacién de volumen AV y (d) comprobar que % =0, +0oy+o..

Datos: £ =72 GPay v =0,30.

Aplicando las Ecs. (2.8 ) con o, = 0, se tiene:

(120 — 0,3 - 60) 106 _3
z = =1,417- 10
¢ 72-10°
(60 — 0,3 -120) 106 3
£y =5 109 0,333-10
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| y —
2400 mm Oy

1200 mm

Fig. 2.7: Placa rectangular del Ejemplo 2.4.2, bajo un estado plano de tensiones

(a) El alargamiento que sufre la placa en las direcciones z,y es:
AL, = 1200-1,417-10"3 = 1,70 mm
AL, = 2400-0,333-1073 = 0,80 mm

(b) El acortamiento que sufre la placa en la direccién z es:

v(oz+ay,)  0,3(120 +60) 10
E B 72109
Por tanto, el espesor de la placa disminuye en:

=—0,75-1073

Ey = —

Ae=20(-0,75-10"%) = —1,5- 10" *mm
(c) El volumen inicial de la placa es:
V = 1200 - 2400 - 20 = 57,6 - 10° mm?
y teniendo en cuenta los alargamientos que sufre, el volumen final es:
Vy = 1201,7 - 2400, 8 - 19,985 = 57,6576 - 10® mm?
por tanto, la variacién de volumen de la placa es:
AV =V; —V = 0,0576 - 10° mm®
(d) La variacién unitaria de volumen es igual a:

AV 0,0576 - 10°

= =1-1073
1% 57,6 - 106
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La suma de los alargamientos unitarios es igual a:
€x +ey+e,=(1,417+0,333-0,75)10 3 =1-107°

con lo que se comprueba que el incremento unitario de volumen es igual a la deformacion
volumétrica:

AV
7:5I+sy+5z:5wl

Ejemplo 2.4.3

La barra de acero de la Figura 2.8 estd sometida a la accién de una fuerza axial P. Bajo
la misma, las dimensiones transversales disminuyen a 49,982 mm. Suponiendo que las
tensiones o, y 0, son despreciables o nulas, calcular: (a) el alargamiento longitudinal
de la barra AL, y (b) el valor de la carga P.

Datos: 0y =0, =0, E =200 GPay v = 0, 30.

P P
—— ? 50 mm
1 1 _—
’ L=300 mm 50 mm

X

-—

Fig. 2.8: Barra de acero del Ejemplo 2.4.3

(a) La variacion de las dimensiones transversales de la barra es:
AL, = AL, =50 — 49,982 = —1,8 - 10 *mm

y el acortamiento unitario en las direcciones x, ¥y es:

—1,8-1072
gy =€, = ’T =-3,6-107*

Aplicando la ley de Hooke generalizada y teniendo en cuenta que oy = 0, = 0, se tiene:

ey =€ = —”;"” — 3,6-1074
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de donde: . 0

3,6-107%-200- 10

Op = — = 240 MPa
0,3
y el alargamiento unitario en direccién x resulta:
o, 240-10° 3
===—-=1,2-10
=T E T 200100

por tanto, el alargamiento que sufre la barra en direccién x es igual a:
AL, =¢; L, =1,2-107%- 300 = 0,36 mm

(b) Si se tiene en cuenta que el drea de la seccién transversal de la barra es igual
aA=05-5=25cm? la carga que solicita la pieza puede calcularse a partir de la
expresién:

P=0, A=240-10°-25.10"* = 600 kN

Ejemplo 2.4.4

Resolver el Ejemplo 2.4.3 considerando igual disminucién de las dimensiones transver-
sales y suponiendo que durante el ensayo se produce un descenso de temperatura de
AT = —15°°C. El coeficiente de dilatacién del acero es o = 1-1075°C~L.

Dado que las disminuciones AL, y AL, son iguales a las del Ejemplo anterior, las
correspondientes deformaciones también los son: ¢, = ¢, = —3,6 - 10~%. Aplicando la
ley de Hooke generalizada, teniendo en cuenta la variacién de temperatura, se tiene:

ey=c=—L 4o AT =-3,6-1074
Teniendo en cuenta que o AT = —1,5- 1074, resulta:
VO,

- =(-3,6+1,5)-1071=—-2,1-107*

de donde la tensién o, es igual a:

~2,1-107*-200- 10°
N 0,3

= 140 MPa

Ox
El alargamiento unitario en direccién z es:

140 - 109
6x:&+aAT: 0-10

B 300 105+ (-1,5-107%) =5,5-10"*
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Por tanto, el alargamiento que sufre la pieza en direccién z es igual a:
AL, =¢e; L, =5,5-10"*-300 = 0, 165 mm

El drea de la seccién transversal de la barra es A = 25cm?, y la carga que solicita la
pieza en este caso es:

P=0, A=140-10°-25-10"% = 350 kN

Ejemplo 2.4.5

Un bloque de neopreno se somete a un ensayo para determinar el médulo de rigidez a
cortante del material G. Para ello se fija el bloque a una mesa de ensayo y a una placa
rigida tal como muestra la Figura 2.9. Se aplica una carga P = 100kN como se indica
y el desplazamiento horizontal que se produce es § = 1 mm. Con estos datos se pide:
(a) calcular el valor del médulo de rigidez a cortante G y (b) establecer una relacién
general entre las magnitudes G, h,a,b, Py 0.

0=1 mm

h=50 mm[
; b=50 mm
| |

a=200 mm

Fig. 2.9: Ensayo del blogue de neopreno del Ejemplo 2.4.5

(a) La distorsién o deformacién angular del bloque de neopreno es igual a:

5 0,1

Y=7== =2.10"2 rad

La tensién tangencial puede calcularse mediante la expresion:

P 100 - 103
=L = 7 _10MP
TT AT (20 5)10-4 2
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De acuerdo a la ley de Hooke generalizada, el médulo de rigidez a cortante es igual a:

10

_
¢=2=3102

= 500 MPa

(b) Una relacién general entre las magnitudes G, h,a,b, P y 0, puede ser:

) P

h~ Gab

2.4.1 Estado plano de tensiones

Se dice que una estructura estd sometida a un estado plano de tensiones (Seccién 1.6)
cuando una de las dimensiones de la estructura (z) es mucho menor que las otras dos
(z,y) que definen el plano de andlisis. Ademds, las cargas que solicitan la estructura
estdn contenidas en dicho plano (z,y) (Figura 2.10).

En la Figura 2.11 se muestran dos ejemplos de estructuras bajo estado de tensién
plana: (a) una placa cargada en su plano medio y (b) una viga gran canto cargada
segin muestra en la figura.

Al considerar el problema bidimensional, las ecuaciones que relacionan tensiones con
deformaciones (ley de Hooke generalizada) obtenidas para el caso general tridimensional
se reducen. En un estado plano de tensiones, con:

Oy =Ty, =Ty, =0

] | v

q
loq, q

/ 3

T B 2
Z

Fig. 2.10: Estado plano de tensiones
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a) o p\ \ b) p
T LY
y y =
- - p=
% - ’ O
Viga pared Pared

Fig. 2.11: Estructuras bajo tension plana: (a) viga de gran canto y (b) pared

La ley de Hooke generalizada (Ecs. (2.8) y (2.9)) se puede escribir, para un material

isétropo:
1 1
Ex = E (O’x - Vay) Yoy = aTzcy
1
& = % (0y —vOy) Yoz =0 (2.19)
v
€ = _E(Uw+‘7y) Vyzzo

De igual manera que en el problema tridimensional (Ecs. (2.10) y (2.11)), para un prob-
lema bidimensional estas ecuaciones pueden invertirse para obtener las componentes del
estado de tensiones en funcién del estado de deformaciones:

E

0w = T3 (€2 — vey) Toy = G Yy

E
oy = T3 (ey — veg) Tz = 0 (2.20)
c, =0 Ty = 0

2.4.2 Estado plano de deformaciones

Una estructura estd sometida a un estado plano de deformaciones (Seccién 1.9) cuando
una de sus dimensiones (z) es mucho mayor que las restantes (x,y) y estd sometida a
cargas perpendiculares al eje de la dimensién mayor (Figura 2.12). En estas condiciones
se tiene:

62:7xz27yz:0
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Algunos ejemplos de estado de deformacién plana se muestran en la Figura 2.13: (a)
muro de contencién cargado segin se muestra y (b) tuberia sometida a presién interna
0 externa.

La ley de Hooke generalizada (Ecs. (2.8) y (2.9)), en este caso, se reduce a las

expresiones siguientes:

1

€z = E[Uz_y(0y+0z)] ’Ya;yzaﬂcy
1

& = 5 loy — v (s +02)] Vur =0 (2.21)
1

€, = E[az—u(mﬁ—ay)]zo Yy =0

de donde:

o, =v(0z+0y)

y sustituyendo en las expresiones (2.21) se obtiene:

e = 1 _E”2 {ogg - <1_”V) ay] (2.22)

1— 12 v
v = g | \Tow)o

Si llamamos E = E/ (1-v?) yv=v/(1-v), se obtiene:

€y = l0x — VO] (2.23)

oy — V0]

1
E
1
5y = E

Invirtiendo las expresiones (2.23) se obtienen las expresiones que permiten obtener el
estado de tensiones en funcién de las deformaciones en un estado plano de deforma-

ciones: _
E -
Op = — (ex — Vey) Toy = G Yy
E _ 2.24
oy = — (ey — Vex) Tey = 0 ( )
1—v
o, = V(g +ey) Ty = 0

Obsérvese que las Ecs. (2.23) y (2.24) son respectivamente andlogas a las Ecs.
(2.20) y (2.21), sustituyendo E y v por E y v.
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Fig. 2.12: Estado plano de deformaciones

a)
i
p
Y
b)
| E

Seccion recta
del muro

Secciodn recta
de la tuberia

Fig. 2.13: Ejemplos de estado plano de deformaciones: (a) muro de contencion y (b)
tuberia bajo presion interna o externa
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Tensién Deformacion
plana plana

Fig. 2.1): Diferencia entre estado de tension plana y estado de deformacion plana

De la comparaciéon de las expresiones obtenidas para los estados de tensién y de-
formacién plana se observa que ambos son muy similares una vez la atencién se centra
sobre el plano de anilisis (el plano zy en la descripcién anterior). Sin embargo, hay
que resaltar que fuera de dicho plano (a lo largo del eje z) la realidad es muy diferente
en ambos casos, tal y como se ilustra en la Figura 2.14.

2.5 Relacién tensiéon-deformacién. Estudio experimental

La relacién real entre tensién y deformacién de un material se determina de forma ex-
perimental mediante ensayos en laboratorio. Los ensayos més simples de realizar son los
de traccién o de compresién pura sobre probetas cilindricas o prismaéticas normalizadas.
Estos ensayos se realizan aplicando en los extremos de la probeta una fuerza P en
direccién del eje de la misma (Figura 2.15). Llamando A al drea inicial de la seccién
transversal de la probeta, se define como tensién nominal (media) a la relacién:

o= (2.25)
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gy \ J .

Fig. 2.15: Probeta para ensayo de traccion uniazxial

Por otro lado, llamando L a la longitud calibrada de la probeta y AL al alargamiento
de ésta producida por la fuerza axial, se define como deformacién axial nominal a la
relacion:

_Ar
L

Si en el ensayo se mide también la variaciéon Ad de una de las dimensiones transver-

> (2.26)

sales de la probeta, de longitud inicial d, se puede calcular la deformacién transversal

nominal como:

_ad
- d

El ensayo se realiza aumentando progresivamente la fuerza P aplicada de forma

€t (2.27)

lenta y gradual y midiendo los alargamientos axiales AL y los acortamientos transver-
sales Ad correspondientes a cada nivel de carga. A partir de los conjuntos de valores
(P, AL, Ad) obtenidos, se calculan los correspondientes conjuntos de valores de ten-
sién y deformacién nominales (o, €, €). Los pares (o, €) se representan en una curva
que se denomina curva de tensién-deformacién del material (Figura 2.16).

Aunque el comportamiento de cada material es diferente, en la curva tension-
deformacién se distinguen, en general, las zonas y tensiones limite siguientes:

e Tramo proporcional (OA). En este tramo inicial se cumple la ley de Hooke, es
decir, la relacién entre tensién y deformacion es lineal para tensiones inferiores
al valor o, que se llama Ilimite de proporcionalidad. La pendiente del tramo
determina el valor del médulo de elasticidad o de Young (E) del material. El
coeficiente de Poisson puede calcularse como la relaciéon entre la deformacion
transversal y la longitudinal, v = —¢g;/e.

e Tramo eldstico (OB). En este tramo la descarga se produce de forma eldstica, es
decir, sin que aparezcan deformaciones permanentes al disminuir la carga hasta
anularla. Se llama Iimite eldstico (o¢) a la maxima tensién que se puede alcanzar



2.5. RELACION TENSION-DEFORMACION. ESTUDIO EXPERIMENTAL 57

) |
cl|
E

Gyl __ F
o. — B € D /|
O, —da v |

o

il |

1 |

| -

0 L g

Fig. 2.16: Curva tensidn-deformacion uniazial

sin que se produzcan deformaciones permanentes, también llamadas ineldsticas o
plasticas. El tramo AB, de comportamiento eldstico no lineal, puede ser més o
menos observable dependiendo del material.

e Tramo pldstico (BD). En este tramo se observa deformacién permanente al
descargar la probeta, por ejemplo la marcada OL en el diagrama. Se llama Iimite
de fluencia (o) a la tensién a partir de la cual el material se deforma casi sin

aumento de la tension.

e Tramo de fluencia (CD). En este tramo la deformacién aumenta sin que se pro-
duzca un aumento apreciable de la tensién. Hasta llegar al punto D la deformacién
longitudinal y las deformaciones transversales son sensiblemente uniformes a lo
largo de la longitud 1til de la probeta.

e Tramo de endurecimiento por deformacién (DE). A partir de un determinado
valor de la deformacion, la tensién necesaria para seguir aumentando la defor-
macién pldstica se incrementa. A este fenémeno se le llama endurecimiento por
deformacion y suele venir acompanado por la pérdida del estado uniforme de de-
formaciones y el inicio de la localizacién de éstas en la zona media de la probeta.

e Tramo de estriccién (EF). En este tramo la seccién de una parte de la probeta
comienza a disminuir de forma apreciable. Este fenémeno de localizacién de las
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Probeta sin deformar

Probeta deformada

Zona de rotura

Fig. 2.17: Barra de acero sin deformar y deformada después de un ensayo a traccion

deformaciones longitudinales y transversales, con pérdida del estado uniforme
anterior, se denomina estriccion (Figura 2.17). La aparente pérdida de tensién
en este tramo se debe a la definicién nominal de la tensién, que estéd calculada
sobre el drea inicial de la probeta, en lugar de calcularla sobre el drea real en cada
momento, y que es menor debido a la estriccién. Se denomina tensién de rotura

(o) a la maxima tensién medida en el ensayo.

El tipo de curva tensién-deformacién descrito corresponde a los materiales llama-
dos diictiles, como por ejemplo el acero o el cobre, que presentan un marcado com-
portamiento pléstico y alcanzan la rotura con un nivel elevado de deformacion. Asi,

o) | Gi
| _ c.
E
cSf o F Gf . E
o, /8C /D oo f C=D F
Gp A | € p A=B
E MATERIALES | / MATERIALES
DUCTILES | FRAGILES
1 | /
0 L € €

0.2%

Fig. 2.18: Curvas tension-deformacion para materiales: a) dictiles y b) fragiles
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para estos materiales, ep ~ 20 €4 y e =~ 200 €4, y los tramos descritos son ficilmente
identificables.

En otros materiales como, por ejemplo, la fundicién, el hormigén o el vidrio, lla-
mados frdgiles, no se presenta una zona de fluencia plédstica bien definida. En estos
materiales se toma convencionalmente como tensién de fluencia, o, la correspondiente
a una deformacién permanente de 0,2 % (Figura 2.18). Estos materiales rompen con
poca deformacioén (ep =~ 5 €4), bruscamente, circunstancia peligrosa para la seguridad
de las estructuras. No obstante lo dicho, no es del todo riguroso calificar a un material
concreto como ductil o fragil, ya que el comportamiento mecdnico depende en gran
medida de las condiciones de carga. Asi, un acero ductil en condiciones “normales”
puede mostrar un comportamiento marcadamente fragil a bajas temperaturas o a al-
tas velocidades de carga. Por otra parte, el hierro fundido o el vidrio muestran un
comportamiento dictil a altas temperaturas.

Debe senalarse también que muchos materiales fragiles exhiben resistencias muy
diferentes segun estén solicitados a traccién o a compresién. Asi por ejemplo, el
hormigén y la mayoria de las rocas naturales tienen un comportamiento muy frégil
a traccién con una resistencia relativamente baja. Por otro lado, su comportamiento a
compresién es mucho més ductil, aunque sin mostrar una zona clara de fluencia, y su
resistencia a compresién es mucho mayor que a traccién, del orden de 10 veces mayor,
tal como se muestra en la Figura 2.19.

Los aceros de construccién, en cambio, tienen un comportamiento parecido en trac-
cién y en compresion (para piezas poco esbeltas), y con marcados tramos de fluencia

Fig. 2.19: Curva tensidn-deformacion para el hormigdn
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of

fes}

Fig. 2.20: Curva tension-deformacion idealizada para el acero de construccion

en ambos casos. Para estos materiales la curva tensién-deformacién se suele repre-
sentar mediante diagramas trilineales (Figura 2.20), en los que sélo se consideran los
tramos proporcionales y los tramos de fluencia. Otros tipos de aleacién de acero, por
su parte, apenas muestran un tramo horizontal de fluencia, pero tienen una zona clara
de endurecimiento por deformacién, habitualmente lineal.

Ejemplo 2.5.1

La barra de la Figura 2.21, con un didmetro de 12 mm y longitud de 60 mm, se somete a
un ensayo de traccion hasta la rotura. Partiendo de las medidas obtenidas en el ensayo,
calcular: a) el limite de proporcionalidad o, b) el médulo de elasticidad o de Young y
¢) la tensién de rotura o,.

-—
-—

L

Fig. 2.21: Barra del Ejemplo 2.5.1

A partir de las mediciones del ensayo se calculan las tensiones y deformaciones:
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Cargas y alargamientos en el ensayo de traccion
P [kN] 0| 6 [12]18[24|30|36| 42 | 48 | 57 (aprox)
AL-1073[mm] | 0 | 12 | 24 | 36 | 48 | 60 | 98 | 144 | 240 rotura

Tensiones y deformaciones en el ensayo de traccion
o [MPa] | 0| 53 | 106 | 159 | 212 | 265 | 318 | 371 | 424
€-107% | 0 | 200 | 400 | 600 | 800 | 1000 | 1630 | 2400 | 4000

teniendo en cuenta que:

wD? 7122

Area inicial de la barra A = e = 1 = 113 mm?
. . P
Tensién nominal o = 1
., . . AL ALmm
Deformacién axial nominal & = — =
L 60 mm

En la curva tensién-deformacién correspondiente (Figura 2.22) puede verse que
el lfmite de proporcionalidad corresponde a la tensién o, = 265 MPa. La deformacién
unitaria que se produce al alcanzar dicho limite de proporcionalidad es igual a ¢ = 1073.

El médulo de elasticidad o médulo de Young es la pendiente de la recta que repre-
senta el comportamiento eldstico proporcional:

g B 265
Ae 1073

= 265 GPa

ol [ TENSION DE ROTURA |
M — — — — — — — =

3714

265+— —
212 4 S LIMITE DE PROPORCIONALIDAD |
159 1
106 E
534 /1

0+ T T T = _6
0 400 1000 1630 2400 ex10

Fig. 2.22: Curva tension-deformacion de la barra ensayada



62 CAPITULO 2. ELASTICIDAD Y COMPORTAMIENTO DE MATERIALES

La tensién de rotura o, es la mdxima tensién medida en el ensayo, en este caso
corresponde a o, = 424 MPa. El tipo de diagrama tensién-deformacién obtenido indica
que el material ensayado es un material dictil.

Ejemplo 2.5.2

En el limite de proporcionalidad la barra de la Figura 2.23 se alarga 0,34 mm y la
dimensién transversal h = 18 mm disminuye en 7,1- 1073 mm. Si la carga correspondi-
ente es 32kN, calcular: a) el limite de proporcionalidad o, b) el médulo de elasticidad
y ¢) el coeficiente de Poisson.

P | P |:| h=18 mm

L=250 mm i b=6 mm

—
S

Fig. 2.23: Barra del Ejemplo 2.5.2

La carga en el limite de proporcionalidad es P, = 32kN, y al drea de la seccién
transversal de la barra es: A = 6 - 18 = 108 mm?, luego el limite de proporcionalidad

resulta: ,
P, 32-10
== = = 296 MP
P4 T qos  2OMPa
La deformacién axial nominal es:
AL 0,34 _3
€ 7 950 ,36-10

Por tanto, el médulo de elasticidad o de Young es:

o 296 - 106
E="2= " " _=217GP
c  1,36-10-3 &
La variacién de la dimensién transversal h es Ah = —7,1- 1073, luego, la deformacién

transversal nominal es:

Ah  —7,1-1073
= — = 0 — — 4 . 1 -3
€t A 13 0,39 0
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Por definicién, el coeficiente de Poisson es igual a:

& —0,394-1073
e 1,36-10°3

UV =

= 0,289

2.6 Tension limite, tensién admisible y coeficiente de seguridad

A lo largo de su vida 1til, las estructuras se ven sometidas a acciones y cargas per-
manentes, variables o excepcionales que pueden producir fallos estructurales totales o
parciales.

El requisito de seguridad exigible a las estructuras que se proyectan y se construyen
conlleva la definicién de un valor superior de la tensién que el material puede alcanzar
sin que exista riesgo de que se produzca un fallo estructural. Asi, se define tensién limite,
O1im, como aquel valor de la tensién al cual el material alcanza su limite de resistencia,
y por debajo del cual no se producen ni deformaciones excesivas ni, por supuesto, la
rotura del mismo. En los materiales dictiles, tales como el acero, es habitual considerar
como tensién limite la tensién de fluencia (o), = o f), mientras que en los materiales
fragiles, como el hormigén, se suele considerar como tensién limite la tensién de rotura
(Ulim = Ur)-

Sin embargo, en la préctica, las estructuras se disefian para trabajar a niveles de
tensioén significativamente por debajo de la tensién lfmite de los correspondientes ma-
teriales estructurales. Los motivos para esta practica son varios, y fundamentalmente
debidos a la existencia de incertidumbres que el proyectista debe contemplar en la fase
de diseno:

e incertidumbres asociadas a la caracterizacion de las propiedades mecanicas de los
materiales, debidas a la calidad y homogeneidad del material, a la dispersién en
los ensayos experimentales, a la adecuaciéon de éstos a las condiciones reales de
servicio, a fenémenos de fluencia y relajacién, degradacion debida a causas fisicas
o quimicas, a efectos ciclicos o dindmicos, fatiga, etc.

e incertidumbres asociadas a la definicién y caracterizacion de las acciones, ya sea
por la insuficiencia de datos para estimarlas (efectos climéticos y ambientales,
efectos sismicos), por su insuficiente definicién en la fase de proyecto (cargas de
servicio o cargas excepcionales), por la variabilidad temporal de su naturaleza,
por el desconocimiento de su evolucién durante la vida 1til de la estructura, etc.

e incertidumbres asociadas a los métodos de cdlculo, ya sea por las hipétesis sim-
plificativas adoptadas en las bases de cdlculo, por la propia naturaleza de los
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métodos de andlisis o por la dificultad asociada a éstos en caso de utilizar méto-
dos sofisticados.

e incertidumbres asociadas a los métodos de construccion, y que pueden estar rela-
cionadas con el proceso constructivo previsto, los procedimientos de ejecucién y
de control de calidad empleados, etc.

e incertidumbres asociadas a los métodos de conservacién y mantenimiento, que
pueden reflejarse en fenémenos de degradacion progresiva, corrosion, agresiones
ambientales, etc.

En consecuencia, se define tension admisible, 0,4y, como:

o
Oadm — }';In < Olim (228)

donde o5y, es la tensién limite del material y n es un coeficiente mayor (o excepcional-
mente igual) que la unidad denominado coeficiente de seguridad. Las estructuras se
disenan, por tanto, con el criterio de que la tensién en cualquier punto sea inferior al
valor de la tensién admisible; es decir, si oyax €s el valor méaximo de la tensién en la
estructura, debe cumplirse que

Omax < Oadm < Olim (229)

La determinacion del coeficiente de seguridad depende de un gran nimero de fac-
tores, pero éste debe ser mayor cuanto mayor sea el grado de incertidumbre en la fase de
proyecto o cuanto mayor sea el impacto, en términos socio—econémicos, que acarrearia
un eventual fallo estructural. El coeficiente de seguridad puede reducirse en estruc-
turas de poca complejidad o de vida titil reducida. En cualquier caso, este coeficiente
se fija segin la experiencia adquirida en estructuras andlogas y en el nivel tecnolégico
aplicable. En edificacién e ingenieria de la construccion se usan coeficientes de seguri-
dad entre 2 y 5, adoptdndose valores mas altos para la construccién in situ que para
la prefabricacién. En ingenieria aeronaitica se usan, necesariamente, coeficientes de
seguridad menores, entre 1,5 y 2, pero asociados a métodos de andlisis, construccioén,
conservacién y control mucho més complejos.



3 Conceptos y Principios Basicos

3.1 Introduccién

La Resistencia de Materiales puede considerarse como aquella parte de la Mecdnica
de Solidos Deformables que resulta de aplicar la Teoria de la Elasticidad a un tipo
restringido de problemas que se plantean en el dfa a dia de la Ingenierfa Estructural
para posibilitar su resolucién de forma analitica. Esta categoria de problemas viene
definida, fundamentalmente, por:

e La restriccién en la definicién del problema eldstico. Asi, la Resistencia de Mate-
riales se aplica a piezas prismdticas (vigas, columnas, barras, ejes, etc.) que estédn
apoyadas, articuladas o empotradas y sometidas a la accién de fuerzas puntuales
o repartidas, descensos de apoyos, cargas térmicas, etc.

e La adopcién de ciertas hipdtesis fundamentales. Estas hipétesis permiten, por
un lado, definir un problema lineal y, por otro, abordar un problema inicialmente
tridimensional (las piezas tienen longitud, altura y anchura) como un “ensambla-
je” de problemas bésicamente unidimensionales (las piezas se representan como

lineas).

Se presentan en este Capitulo, en forma breve, los fundamentos de la Resistencia de
Materiales. Se introducen, primero, conceptos elementales como el de pieza, estructura,
apoyo, enlace, etc., y después otros de importancia fundamental como los de esfuerzos
sobre una seccién, estructuras isostdticas e hiperestdticas, etc.

3.2 Objetivo de la Resistencia de Materiales

La Resistencia de Materiales, como parte integrante de la Mecédnica de Estructuras,
tiene como objetivo fundamental determinar la respuesta de las estructuras cuando

65
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éstas se ven sometidas a las diferentes acciones que deben soportar durante su cons-
truccién y vida util.

Por “respuesta estructural” se entiende, bdsicamente, la determinacién de los es-
tados de tensién y deformacién a los que la estructura va a estar sometida por efecto
de los diferentes estados de carga que se consideran. La determinacién de los estados
de tensién es necesaria para comprobar la satisfaccion de los criterios de resistencia
que establecen las correspondientes normativas y los usos de buena préctica, de cara a
garantizar la seguridad de las estructuras. Por su parte, la determinacién de los estados
de deformacién suele ser necesaria para satisfacer los criterios de rigidez, que estdn a
menudo ligados a requisitos de funcionalidad de las estructuras.

Por tanto, la Resistencia de Materiales pretende establecer las condiciones de re-
sistencia y rigidez de las estructuras analizadas. Ambos aspectos se abordan en los
dos tipos de problemas fundamentales que se plantean en la practica ingenieril: el
dimensionamiento y la verificacién de estructuras.

El proceso de construccién de una estructura empieza por la concepcion de ésta. En
esta fase se determina su tipologia y se identifican las acciones que actuardn sobre ella.
En ese momento entra en juego la Resistencia de Materiales para evaluar la respuesta
estructural del correspondiente “prediseno estructural”. En funcién de los resultados
obtenidos, se procede al dimensionamiento de los elementos estructurales, es decir, a dar
valores concretos a las dimensiones de éstos. Después, se pasa a la fase de definicién del
proyecto, en la cual se persigue satisfacer los requisitos previstos. En esta fase se pueden
modificar o ratificar las diversas decisiones tomadas en la fase previa. En cualquier caso,
se definen y concretan la tipologia estructural y las acciones a considerar (peso propio,
cargas vivas, etc.). Se pasa entonces a la verificacion del modelo estructural resultante.
Si esta comprobacién a posteriori del diseno estructural es satisfactoria, se elabora el
proyecto definitivo; si no lo es, es necesario volver a la fase de definicién. Se procede,
pues, de forma iterativa hasta que se satisfacen adecuadamente todos los requisitos

necesarios.

3.3 Concepto de pieza

Se llama pieza prismdtica, viga o barra al cuerpo sélido engendrado por un drea plana
S que se mueve en el espacio, de manera que su centro de gravedad G recorre una
linea dada ! y su plano se mantiene constantemente normal a dicha lfnea. La linea [
se denomina directriz, Iinea media o eje de la pieza y las diversas posiciones que ocupa
S alo largo de la directriz se llaman secciones rectas o secciones normales de la pieza
(Figura 3.1).

Las piezas prismédticas se pueden clasificar por su geometria, segin sea su curva
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( Directriz

Seccion recta

Fig. 8.1: Concepto de pieza prismdtica

a)
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Directriz
Y 1
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X medio
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> G

Fig. 3.2: (a) Pieza de plano medio (b) pieza de cilindro medio
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directriz o seguin sea la forma y variacién de la seccién recta a lo largo de la barra.

La mayoria de las piezas usadas en ingenierfa civil y en arquitectura son de directriz
recta, sin curvatura. También son habituales las piezas planas, cuya directriz es una
curva plana (con curvatura en un dnico plano).

Se llama pieza de plano medio a aquella pieza plana (recta o curva) en la que la
seccién recta es simétrica respecto a un plano que contiene a la directriz de la pieza y
que estd sometida a cargas contenidas en dicho plano medio (Figura 3.2a).

Se llama pieza de cilindro medio a aquella pieza plana (recta o curva) en la que la
seccidén recta es simétrica respecto a un plano perpendicular al que contiene a la directriz
de la pieza y que estéd sometida a cargas perpendiculares al plano de la directriz (Figura
3.2b).

Si la directriz presenta curvaturas en dos planos perpendiculares define una pieza
alabeada.

Ademais, segun la variacién de la seccién a lo largo de la pieza, ésta puede ser de
seccién (o inercia) constante o variable. La Figura 3.3 muestra la estructura porticada
de una nave industrial en la que puede observarse la combinacién de piezas de seccién
constante (pilares y correas) y piezas de seccién variable (dinteles).

Segun sea la forma de la seccién recta de la pieza, se tienen vigas macizas (gene-

Fig. 3.8: Piezas prismdticas: diferentes secciones
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Fig. 3.4: Viga: (a) maciza, (b) en doble T, (c) hueca

Fig. 3.5: Concepto de: (a) rebanada y (b) fibra
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ralmente, rectangulares), huecas o perfiles (generalmente, de pequenio espesor). La
Figura 3.4 muestra tres piezas rectas con seccién rectangular maciza (Figura 3.4a), una
seccién en doble T (Figura 3.4b) y una rectangular hueca (Figura 3.4c).

Se llama rebanada al elemento diferencial de pieza contenido entre dos secciones
rectas infinitamente préximas (Figura 3.5a). Asi, se puede considerar a la viga como
un sélido generado por una sucesién de rebanadas diferenciales.

Se llama fibra al elemento diferencial de volumen generado por un elemento dife-
rencial del drea plana S en el movimiento que genera la pieza prismatica (Figura 3.5b).
Por tanto, se puede considerar a la viga como un sélido formado por un haz de fibras
diferenciales. La rebanada y la fibra son los elementos diferenciales bésicos de estudio
en la Resistencia de Materiales.

En la definicién de pieza prismética, viga o barra, podemos admitir también piezas
de varios materiales siempre que las interficies entre los distintos materiales sean su-
perficies paralelas a la directriz de la pieza. La definicién de rebanada y de fibra en
piezas de varios materiales son andlogas a las correspondientes a la pieza prismdtica de
secciéon homogénea. Son ejemplo habitual de piezas de varios materiales las vigas de
hormigén armado, donde las barras de acero que constituyen el armado longitudinal
son fibras de un material embebidas en el hormigén circundante. También responden a
esta categorfa los tableros mixtos de puente, donde se coloca una cabeza de hormigén
sobre una base de vigas o un cajén de acero.

3.4 Concepto de estructura de barras

Se llama estructura de barras al sistema mecdnico formado por el ensamblaje de piezas
prisméticas. Su finalidad consiste en soportar las acciones que actian sobre ella y trans-
mitir las correspondientes fuerzas y momentos al medio de sustentacién. Aunque las
estructuras de barras no son la tnica tipologia existente, si es la comunmente utilizada.
Por este motivo, es la tratada en este Libro.

Es habitual clasificar las estructuras de barras segin la disposicion de las directrices
de las piezas y segtn el tipo de union de éstas.

Asi, segin las disposicién de las directrices de las piezas que forman la estructura,
se habla de estructura plana cuando las directrices de todas las piezas estdn contenidas
en un mismo plano, y de estructura espacial en caso contrario.

Las estructuras espaciales son mucho méds complejas de concebir, disenar y construir
que las estructuras planas. Por eso, es comin que muchas estructuras aparentemente
tridimensionales se disenen realmente como un conjunto de estructuras planas que
trabajan solidariamente para conseguir los mecanismos resistentes necesarios.
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Fig. 3.6: Idealizacion de estructuras de barras articuladas: (a) espacial (b) plana

b) i‘

Fig. 3.7: Idealizacion de estructuras de barras reticuladas: (a) espacial (b) plana
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Si la unién de las piezas prisméticas es tal que permite el giro relativo entre las
piezas, la estructura se llama articulada y trabaja fundamentalmente a esfuerzo axil.
Las estructuras articuladas se representan de forma idealizada de la siguiente manera:
la barra se representa mediante una linea que es la directriz de la pieza; los nudos
articulados se representan mediante un circulo y los apoyos se representan teniendo en
cuenta los grados de libertad restringidos: articulado mévil o fijo (ver Figura 3.6).

Si la unién de las piezas prismaéticas se realiza de tal manera que impide totalmente
el giro relativo entre las piezas, la estructura de barras se llama reticulada y trabaja
fundamentalmente a flexién y, en su caso, a torsién. Como se verd en este Libro,
la flexién y la torsién se dan a menudo acompanadas de esfuerzos de cortante. Las
estructuras reticuladas se idealizan de forma que las barras se representan mediante
su directriz y los nudos rigidos se idealizan mediante un punto en el que concurren las
directrices de las barras (Figura 3.7).

Se llama estructura de plano medio a la estructura plana formada por piezas de
plano medio, y que estdn sometidas a cargas contenidas en dicho plano medio. Se
llama emparrillado plano a la estructura plana formada por piezas de cilindro medio,
y que estan sometidas a cargas perpendiculares a su plano medio.

3.5 Elementos estructurales

Las piezas prisméticas que forman las estructuras reciben una denominacién diferente
segun la funcién que desempenan y su forma de trabajar. Asi, se llama viga al elemento
estructural horizontal, generalmente recto, que soporta principalmente cargas verticales
y trabaja fundamentalmente a flexién. Se llama pilar, soporte o columna, al elemento
estructural, generalmente recto y vertical, que resiste cargas axiales de compresién y
en algunos casos también momentos de flexién. Se llama cable o tirante al elemento
estructural sometido a tracciéon. Se suelen utilizar para salvar grandes distancias, ya

que estdn limitados sélo por su peso y su forma de anclaje.

La Figura 3.8 muestra un puente atirantado en el que se combinan estos tres ele-
mentos estructurales bésicos.

Los arcos son elementos estructurales planos de directriz curva o poligonal que
soportan sus cargas fundamentalmente a compresién. A diferencia del cable, deben
ser rigidos para mantener su forma, y esto genera esfuerzos secundarios (momentos y
cortantes) que deben considerarse en su diseno.

La Figura 3.9 muestra una pasarela fluvial levadiza que combina estos elementos
para soportar el tablero, una viga balcén de planta curva.
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columna

Fig. 3.8: Elementos estructurales: vigas, columnas y tirantes

Fig. 3.9: Elementos estructurales: arco, tirantes y viga balcon
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3.6 Apoyos y enlaces en estructuras de barras

3.6.1 Apoyos

Se llama apoyo a todo dispositivo destinado a unir una estructura al medio de sus-
tentacién. Los apoyos cumplen la triple funcién de:

(a) impedir los movimientos de sélido rigido de la estructura

(b) limitar la deformacién que sufre

(c) transmitir las cargas que soporta la estructura al medio de sustentacién.

En lo que sigue se describen los tipos de apoyo méds usuales en estructuras articu-
ladas y reticuladas planas. Naturalmente, las estructuras espaciales tienen también sus
dispositivos de apoyo que no se describen aqui.

Apoyos en estructuras articuladas planas

Una seccién de una pieza articulada plana tiene dos grados de libertad, dos traslaciones
independientes. Existen, por tanto, dos tipos de apoyo, segin coarten uno o los dos
grados de libertad de la seccién de apoyo. Por cada grado de libertad coartado, se
transmite una reaccién que impide el movimiento.

(a) Apoyo simple o articulado mévil

Es un tipo de apoyo que sélo coarta el movimiento de traslacién en una direccion de la
seccién de apoyo, permitiendo la traslacién en la direccién perpendicular y el giro de la
seccion de apoyo. La reaccién que produce es una fuerza perpendicular a la direccién de

|

) h

Fig. 3.10: Estructuras articuladas: apoyo simple o mdovil
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Fig. 3.11: Estructuras articuladas: apoyo fijo o articulacion

rodadura, o sea, al movimiento permitido. Se introduce una sola incdgnita, el médulo
de la reaccién (direccién conocida) (Figura 3.10).

(b) Apoyo fijo o articulacién

Este tipo de apoyo impide totalmente el movimiento de traslacién de la seccién de
apoyo, pero permite el giro.

La reaccién que produce es una fuerza de direccién y médulo desconocidos. Se
introducen dos incégnitas: las componentes de la reaccién respecto a dos ejes perpen-
diculares cualesquiera (Figura 3.11).

3.6.2 Apoyos en estructuras reticuladas de plano medio

Se describen, a continuacién, los tipos de apoyo més usuales en estructuras de plano
medio. Dado que una seccién de una pieza de plano medio tiene tres grados de libertad,
dos traslaciones independientes en el plano medio y un giro perpendicular a éste, existen
varios tipos de apoyo, segin coarten uno, dos o los tres grados de libertad de la seccién
de apoyo. Por cada grado de libertad coartado, el apoyo trasmite a la estructura una
reaccién que impide el movimiento. Estas reacciones son, naturalmente, iguales y de
sentidos opuestos a las fuerzas que la estructura transmite al medio de sustentacion.

(a) Apoyo simple o articulado mévil

Este tipo de apoyo sélo coarta el movimiento de la seccién de apoyo en una direccién,
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Fig. 3.12: Apoyos en estructuras de plano medio: (a) apoyo simple o mévil, (b) apoyo
fijo y (¢) empotramiento
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permitiendo la traslacién en la direccién perpendicular y el giro de la seccién de apoyo
(Figura 3.12a). La reaccién que produce es una fuerza perpendicular a la direccién de
rodadura, o sea, al movimiento permitido. Asociada a un apoyo simple se introduce,
por tanto, una sola incégnita, el médulo de la reaccién, ya que su posicién y direccién
son conocidas.

(b) Apoyo fijo o articulacién

Este tipo de apoyo impide totalmente el movimiento de traslacién de la seccién de
apoyo, pero permite el giro (Figura 3.12b). La reaccién que produce es una fuerza de
direccién y médulo desconocidos. Se introducen, pues, dos incégnitas: las componentes
de la reaccion respecto a dos ejes perpendiculares cualesquiera.

(¢) Empotramiento

Este tipo de apoyo impide todo movimiento de la seccién de apoyo, tanto de traslacién
como de giro (Figura 3.12¢). La reaccién que se produce es una fuerza de posicion,
direccién y médulo desconocidos. Se introducen, pues, tres incégnitas: dos componentes
de la reaccién y el momento sobre la seccién de apoyo.

3.6.3 Enlaces

Se llama enlace o nudo a todo dispositivo destinado a unir entre si las diferentes piezas
que forman una estructura. Los enlaces cumplen la doble funcién de:
(a) impedir o limitar los movimientos relativos de unas piezas respecto a otras, y

(b) de trasmitir las cargas que unas soportan a las demds (Figura 3.13).

: ) >
e

2o

%%%

Fig. 3.13: Enlace o nudo: (a) articulacion (b) nudo rigido
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Por cada grado de libertad coartado a la seccién de enlace, éste trasmite a las piezas
concurrentes una reaccién interna. Estas reacciones son iguales y de sentidos opuestos
en las dos piezas que se unen en la seccién de enlace.

Se describen, a continuacién, los tipos de enlaces mas usuales en estructuras planas.
Aunque sélo se ilustran enlaces en estructuras planas, pueden generalizarse al caso

tridimensional.

(a) Enlace deslizante

Este tipo de enlace sélo coarta el movimiento relativo en una direccién, permitiendo la
traslacion en la direccién perpendicular y el giro de la seccién de enlace (Figura 3.14a).
La reaccién que produce es un par de fuerzas, iguales y opuestas, perpendiculares al
movimiento permitido. Se introduce, por tanto, una sola incégnita: el médulo de las

reacciones. Se suele representar como un rodillo entre las piezas que deslizan.

(b) Articulacién o nudo articulado

Este tipo de enlace impide totalmente la traslacién relativa de la seccién de enlace,
pero permite el giro relativo de la misma (Figura 3.14b). La reaccién que produce es
un par de fuerzas de direccién y mdédulo desconocidos. En una articulacién interna
se introducen, pues, dos incdgnitas: las componentes de la reaccién respecto a dos
ejes perpendiculares cualesquiera. El momento flector es necesariamente nulo en una
articulacion.

Este tipo de enlace, también llamado nudo articulado, es el que une entre sfi las
distintas barras de una estructura articulada. También puede darse ocasionalmente en
una estructura de barras de otra tipologia. Se suele representar con un circulo sobre el
nudo.

(c) Empotramiento o nudo rigido

Este tipo de enlace impide todo movimiento de la seccién de enlace, tanto de traslacién
como de giro (Figura 3.14c). La reaccién que produce es un par de fuerzas de posicion,
direccién y médulo desconocidos. En un nudo rigido se introducen, por tanto, tres
incégnitas: dos componentes de la reacciéon y el momento de la seccién de enlace.

Este tipo de enlace, también llamado nudo rigido, es el que une entre si las distintas
barras de una estructura reticulada. Se suele representar como una unién continua
entre las piezas.

Los apoyos y enlaces considerados para estructuras planas pueden facilmente gene-
ralizarse para estructuras espaciales. En este caso, el nimero de grados de libertad de
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Fig. 3.14: Enlaces en estructuras de plano medio: (a) enlace deslizante, (b) nudo
articulado y (c) empotramiento
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la seccién es seis (tres traslaciones y tres rotaciones), y por tanto, el nimero de tipos
de apoyos y enlaces posibles es mucho mayor.

3.7 Principios de la Resistencia de Materiales

La Resistencia de Materiales es una disciplina que se basa en tres principios o hipétesis
fundamentales: el Principio de rigidez, el Principio de superposicién y el Principio de
Saint-Venant. La validez de los resultados obtenidos mediante esta teoria depende,
bédsicamente, del grado de satisfacciéon de estos principios en el caso concreto en que se
aplique.

3.7.1 Principio de rigidez

El Principio de rigidez es una consecuencia directa de la hipé6tesis de pequefios movimien-
tos aplicada al andlisis de estructuras y establece que

“las ecuaciones de equilibrio se pueden formular sobre la geometria indeformada,
es decir, sin considerar los movimientos provocados por el sistema de cargas.”

Esta hipétesis implica que los movimientos de la estructura debidos al sistema
de cargas sean pequenos: los desplazamientos, comparados con las dimensiones de la
estructura, y los giros (en radianes), comparados con la unidad. Si esta condicién no
se cumple, las ecuaciones de equilibrio deben formularse en la geometria deformada, y
el problema deja de ser lineal para transformarse en un problema geométricamente no
lineal.

En la Figura 3.15 se ilustra la aplicacién del Principio de rigidez. Bajo la hipdtesis
de pequenos movimientos (izquierda), las reacciones en el empotramiento sélo dependen
de la geometria inicial y de las cargas (M = Fjl); sin ella (derecha), las reacciones de-
penden de la deformacién de la estructura (M = Fy (I — §)+ Faf), y ésta es desconocida

a priori.
v l K v
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Fig. 8.15: Implicacion del Principio de rigidez
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3.7.2 Principio de superposicién

Como ya se indicé en el Capitulo 2, si es vélida la hipdtesis de pequenios desplazamientos
y se cumple la ley de Hooke, entonces el problema eldstico es lineal. La resolucién de
un problema estructural lineal es mucho mads sencilla que la de uno no lineal; ademas
de otras dificultades de tipo préactico, en un problema no lineal no existe, en general,
garantia de que la solucién exista y sea tnica.

Ademds, si el problema es lineal puede aplicarse el Principio de superposicién. Este
establece que

“los efectos que un sistema de fuerzas origina sobre una estructura son iguales a
la suma de los efectos que originan cada una de las fuerzas del sistema actuando por
separado”.

El principio de superposicién implica que las reacciones, movimientos, tensiones y
deformaciones que provoca sobre la estructura el estado de cargas original es igual a
la suma de las reacciones, movimientos, tensiones y deformaciones que provocan los
estados en los que éste se descompone.

Asi, por ejemplo, en la Figura 3.16 se muestra una viga biapoyada sobre la que
actia un sistema de carga consistente en dos fuerzas puntuales; este sistema puede
descomponerse en los dos sistemas mds simples de la parte inferior de la Figura a
efectos, por ejemplo, de calcular la flecha vertical en el punto C.

Asimismo, en la viga biapoyada de la Figura 3.17, el momento flector debido al
sistema de cargas F1 + F5 es igual a la suma del momento flector debido a F; mas el
debido a F5, actuando separadamente.

A ~ B+ A - B
7 SC(Fl) 7 7 8C(FZ) 7

Fig. 3.16: Implicacion del Principio de superposicion
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A TT] = B+ A < Tl B
> S

Fig. 3.17: Ejemplo de aplicacion del Principio de Superposicion

Una consecuencia inmediata del citado principio es que el estado final (tensional
y deformacional) de una estructura sometida a un sistema de fuerzas no depende del
orden de aplicacién de dichas fuerzas. Esto permite, por ejemplo, analizar el caso de una
solicitaciéon compleja descomponiéndola en casos mds simples de estudiar. Es posible,
asimismo, la definicién y el andlisis de estados de carga de interés como combinacién de
estados de carga previamente definidos y analizados. Ambas posibilidades son utilizadas
frecuentemente en Resistencia de Materiales.

3.7.3 Principio de Saint-Venant

El Principio de Saint-Venant puede considerarse la verdadera piedra angular sobre la
que se edifica la Resistencia de Materiales, ya que establece que

“en una pieza prismadtica, las tensiones que actian sobre una seccién recta, alejada
de los puntos de aplicacion de un sistema de cargas, sélo dependen de la fuerza y del
momento resultantes de las fuerzas situadas a un lado de la seccién considerada”.

Esta hipdtesis implica que los efectos locales (fuerzas concentradas, apoyos, varia-
ciones de seccién) sélo afectan a una zona localizada a uno y otro lado de las secciones
en que se producen. La forma precisa en que se aplican las cargas o los dispositivos em-
pleados para aplicarlas, asf como la disposicién constructiva concreta de los aparatos de
apoyo, sélo afectan al estado tensional de esta zona localizada, de una longitud aproxi-
madamente igual al canto de la pieza. El estudio tensional de las zonas afectadas por
los efectos locales es complejo y debe hacerse mediante la Teoria de la Elasticidad.

En la Seccién 3.8 se define el concepto de esfuerzos sobre una seccion, precisamente,
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como las componentes de la fuerza y del momento resultantes de las fuerzas situadas a
un lado de la seccién. El cédlculo de esfuerzos juega un papel fundamental en la Teoria
de Resistencia de Materiales y Calculo de Estructuras, ya que, segin el Principio de
Saint-Venant, las tensiones en una seccién sélo dependen del valor de éstos.

En la Figura 3.18 se muestran dos ejemplos de voladizos con momento aplicado en
sus extremos libres. En el primer caso, el empotramiento se consigue apoyando la viga
contra el soporte y coartando el giro mediante sendos angulares soldados a ambos; el
momento en el extremo es la resultante de un par fuerzas horizontales. En el segundo
caso, el empotramiento se consigue encastrando adecuadamente la viga en el soporte;
el momento en el extremo es la resultante de un par fuerzas inclinadas respecto al eje
de la viga. En ambas situaciones, el momento resultante de las fuerzas actuantes es
idéntico, mientras que la resultante de fuerzas es nula.

A pesar de que las materializaciones de las condiciones de empotramiento y de los
momentos aplicados son diferentes, su idealizacién a efectos de cdlculo es idéntica, tal
como se muestra en la Figura 3.18. Segin el Principio de Saint-Venant, las tensiones
que aparecen en las zonas centrales de las piezas dependen, exclusivamente, del mo-
mento resultante de las fuerzas actuantes; las zonas extremas, por el contrario, se ven
afectadas por los efectos locales, y la determinacién de su estado tensional requerird
consideraciones més cuidadosas.

En la préctica ingenieril, el estudio del estado tensional de un elemento estructural
suele hacerse suponiendo que el Principio de Saint-Venant es aplicable a la totalidad

| | .

jh F-h=M

A

|
:|°|r|
<

W%

AN

\ N
ZONA DE APLICACION

Fig. 8.18: Ilustracion del Principio de Saint-Venant
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de las secciones analizadas. El dimensionamiento de las piezas suele hacerse en funcién
de los resultados asi obtenidos. A posteriori, se adoptan las disposiciones constructivas
necesarias para reducir o soportar de forma adecuada los efectos locales en las zonas
en las que los resultados calculados en esta forma no son aplicables.

3.7.4 Restricciones geométricas

Para que los principios fundamentales enunciados se cumplan y los resultados de la
Resistencia de Materiales sean validos, las piezas deben cumplir ciertas condiciones:

e Geometria de la directriz. En piezas de directriz curva, los radios de curvatura de
ésta deben ser grandes en relacién al canto de las piezas. Si esta relacién es sufi-
cientemente grande, los efectos de la curvatura pueden llegar a despreciarse en el
andlisis del comportamiento de las rebanadas y utilizar las expresiones obtenidas
para piezas de directriz recta.

o (Geometria de las secciones:

— Dimensiones. Las dimensiones transversales de las piezas, canto y ancho,
deben ser pequenas en relacién a su longitud. Esto es necesario para que se
cumplan el principio de Saint-Venant y las hipé6tesis de deformacién de las
secciones que se utilizan habitualmente. Por otro lado, las caracteristicas
geométricas de las secciones rectas deben asegurar que las piezas tengan la
rigidez necesaria para que los movimientos sean pequenos. En general, son
admisibles las relaciones canto/luz (h/l) siguientes:

h 1 1 . .

7510 a 12 para piezas rectas de hormigén armado

h 1 1 . .

T 1 a % para piezas rectas de hormigén pretensado
h 1 1 . .

T % a — para piezas rectas de acero laminado

h

7 = E a m para arcos

— Variacién. En piezas de seccién variable, la variacién de las dimensiones
transversales debe ser gradual y lenta. Las variaciones bruscas en las carac-
teristicas geométricas de las secciones producen efectos locales que invalidan
el principio de Saint-Venant.
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3.8 Definicién de esfuerzos en una seccién

Dada una viga sometida a la accién de un sistema de cargas exteriores, supondremos
que una seccién recta cualquiera, S, divide la pieza en dos partes, (A) y (B), situadas
cada una a un lado de la seccién considerada, tal como se muestra en la Figura 3.19.
El sistema de fuerzas (acciones y reacciones) que actian sobre la viga debe estar en
equilibrio estdtico. Si llamamos F 4 al sistema de fuerzas que actia sobre la parte (A)
de la pieza y Fp al sistema de fuerzas que actia sobre la parte (B), por equilibrio de
la viga debe ser:
Fy+Fp=0 (3.1)

Asimismo, tomando momentos respecto al centro de gravedad G de la seccién S, debe
cumplirse:
G G
M¢ +M§, =0 (3.2)

Consideremos ahora, por separado, el equilibrio de las dos partes de la pieza (A) y
(B). Para que tal equilibrio exista, es necesario suponer que existen unas fuerzas de
interaccién que ambas partes se ejercen entre si, a través de la superficie S.

Fig. 8.19: Fuerza y momento resultantes en una seccion
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Asi, la parte (B) ejercerd sobre la parte (A) unas fuerzas que podemos reducir a
una resultante R4 y un momento resultante, respecto a G, M E;'. De forma andloga, la
parte (A) ejerce sobre la parte (B) una fuerza resultante Rp y un momento resultante
MG,

Por equilibrio de la parte (A) debe ser:

F,+ Ry =0
3.3
M%, +MG =0 3:3)
Por equilibrio de la parte (B) debe ser:
F =
B+ Rp =0 (3.4)

M +MG =0
Sumando las ecuaciones (3.3) y (3.4) y teniendo en cuenta el equilibrio global (ecua-
ciones (3.1) y (3.2)), se tiene:

(Fys+Fp)+Ra+Rp = 0 = Ry=—-Rp (3.5a)
(MG, + M%) + MG +MG = 0 = MG = -M§ (3.5b)

Por lo tanto, las acciones que una parte ejerce sobre la otra son iguales y de sentido
contrario.
Llamando por simplicidad:

R=Ry=-Rp y M=MS=-M§
se tendrd también que:

(3.6)

R=-F, =Fgp
M=-M§G =M§,

Cuando la fuerza resultante R y el momento resultante M se calculan en la forma:

R=Fp y M=M¢, (3.7)

es decir, teniendo en cuenta las fuerzas que actiian “por delante” de S (en la parte B),
el célculo se llama frontal.
Cuando R y M se calculan en la forma

R=—Fy4 y M=-M§ (3.8)

es decir, teniendo en cuenta las fuerzas que actian “por detras” de S (en la parte A), el
cédlculo se llama dorsal. Es evidente que ambos procedimientos conducen a resultados
idénticos.
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Fig. 3.20: Fuerza y momento resultantes en una seccion

Definimos el triedro cartesiano dextrégiro xyz, con origen en el centro de gravedad
G de la seccién S, en el que el eje = es normal a la seccién S, orientada de (A) a (B) y
tangente a la directriz de la viga, y los ejes (y, z) son los ejes principales de inercia de
la seccién S (Figura 3.20). Proyectando la fuerza resultante R sobre estos ejes (Figura

3.21a) se define como:

Esfuerzo Axil N T
Esfuerzo Cortante T} a la proyeccién de R segin el eje Y
Esfuerzo Cortante T, z

Anélogamente, proyectando el momento resultante M sobre los ejes (Figura 3.21b),

Fig. 3.21: Definicion de esfuerzos en una seccion
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se define como:

Momento Torsor M;
Momento Flector M, a la proyeccién de M segtin el eje Y
Momento Flector M, z

3.9 Relacion entre esfuerzos y tensiones

Las resultantes R y M, y sus respectivas componentes, es decir, los esfuerzos en la
seccidn, son las resultantes estdticas de las tensiones que actiian sobre la seccién S. Tal
como se definié en el Capitulo anterior, dichas tensiones son las fuerzas de interaccién
que una parte de la viga ejerce sobre la otra, definidas por unidad de superficie de la
seccién S.

Asi, tal como se muestra en la Figura 3.22, sobre un diferencial de drea dS, de la
seccién S, actuard una tensioén ¢, que puede descomponerse en una tensién normal o,
seguin el eje x, y una tensién tangencial 7 sobre la seccién S. La tensién tangencial
puede descomponerse, a su vez, en sus componentes cartesianas segun los ejes (y, z),

Fig. 3.22: Definicion de esfuerzos en una seccion
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dando las tensiones 7., T;, respectivamente.
Para que R y M formen un sistema equivalente al sistema de fuerzas internas
diferenciales dF = tdS, deben cumplirse las siguientes relaciones vectoriales:

R:/tdS : M:/rxtdS (3.9)
S S

donde 7 es el vector de posicién de dS respecto al centro de gravedad de la seccién, con
componentes 7(0,y, z).

Las anteriores relaciones vectoriales se pueden descomponer en las correspondientes
ecuaciones escalares. Asi, la primera de las ecuaciones (3.9) se descompone en:

N_/des ;T —/Txde : Tz_/TwzdS (3.10)
S S S

Anslogamente, la segunda de las ecuaciones (3.9) se descompone en:

M, = /(Tzzy—TxyZ)dS ;o My = /szdS ; Mz——/amde (3.11)
S S S

Estas ecuaciones muestran la relacién entre los esfuerzos y las tensiones actuantes
en una seccién y seran empleadas a menudo en los Capitulos posteriores.

La Figura 3.23 muestra el convenio de signos utilizado para las componentes de
tensién y de momento. Las tensiones sobre la seccién son positivas si tienen el sentido
de los correspondientes semiejes positivos. Los momentos son positivos si, adoptando
el criterio de la mano derecha, el sentido de los vectores momento es positivo.

Ty ?y
T
<xz ds ‘
O, My

—_— G M,

VA

MZ
X

Fig. 3.23: Convenio de signos de tensiones y momentos
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3.10 Esfuerzos en piezas de plano medio

Consideremos una pieza de plano medio tal como la que se muestra en la Figura 3.24.
Llamaremos XY al plano medio que, recordemos, contiene a la directriz, es plano de
simetria de las secciones rectas y contiene también a las cargas que actian sobre la
pieza.

El triedro de referencia zyz local de una seccién genérica se define de la forma
siguiente. El eje x es tangente a la directriz de la pieza en el centro de gravedad de
la seccién G, y orientado segun el sentido positivo de recorrido de la directriz. El eje
y estd también en el plano medio que, por simetria, es plano principal de inercia, y es
normal al eje x, formando con éste un angulo de /2 radianes (antihorario). El eje z
es normal a los ejes (z,y) y de sentido tal que el triedro (x,y, z) es dextrogiro. Asi, el
plano XY coincide con el plano zy, y el eje z es perpendicular a éste.

Al actuar las fuerzas exteriores sélo en el plano XY, la resultante R de las fuerzas
que actian a uno u otro lado de la seccién estd contenida en dicho plano, y se descom-
pone en un esfuerzo axil N (segin el eje z) y un esfuerzo cortante 7' (segin el eje y).
Por simetria respecto al plano medio, 7T, es nulo. Por el mismo motivo, el momento
resultante M de las fuerzas que actidan a uno u otro lado de la seccién es perpendicular
al plano XY y se llama momento flector M a su unica componente segun el eje z. Las
otras dos componentes M; y M, son nulas por simetria respecto al plano medio.

Al referirnos a los esfuerzos en piezas de plano medio adoptaremos el siguiente
convenio de signos, que se muestra en la Figura 3.25:

Fig. 3.24: Esfuerzos en piezas de plano medio
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\’ VY VY

N' N ' ' T M M
] i ————J—
X T' X X

Fig. 3.25: Convenio de signos para esfuerzos en piezas de plano medio

e El esfuerzo axil N es positivo si es de traccién (segun el sentido positivo del eje
z en la cara frontal) y negativo si es de compresion.

e El esfuerzo cortante 1" es positivo si hace girar la rebanada en sentido antihorario
(segun el sentido positivo del eje y en la cara frontal), y negativo en caso contrario.

e El momento flector M es positivo si es antihorario sobre la cara frontal (segin el
sentido positivo del eje z en la cara frontal), y negativo en caso contrario.

3.11 Ecuaciones de equilibrio en piezas rectas

Consideremos el equilibrio de una rebanada diferencial de una pieza recta de plano
medio, sobre la que actian unas fuerzas repartidas por unidad de longitud, de compo-
nentes (pz, py) segun los ejes coordenados, aplicadas en la directriz de dicha rebanada.
Tal como se muestra en la Figura 3.26, se tiene:

a) por equilibrio de fuerzas segin el eje x:

dN

b) por equilibrio de fuerzas segin el eje y:
dT,

¢) por equilibrio de momentos respecto al centro de gravedad de la cara frontal:

da? dM.,
_Mz—i—Tydm—i—(Mz—l—sz)—py%:O = T,=-— o

(3.14)
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dx )
v Dy Ty+dTy
z ' ’ f ? M,+dM,
N E T pe G ) N+dN
Ty
X

Fig. 3.26: Acciones sobre una rebanada de pieza recta

donde se ha despreciado el término de segundo orden debido a las fuerzas repartidas.

Estas ecuaciones establecen relaciones diferenciales entre la ley de cargas y las leyes
de esfuerzos de una viga recta de plano medio. En casos sencillos, estas relaciones
pueden integrarse directamente para calcular las leyes de esfuerzos. En casos mads
complejos, estas relaciones sirven de ayuda para calcular o dibujar dichas leyes.

La generalizacién de las ecuaciones diferenciales de equilibrio de la rebanada para
una viga de directriz recta general (no de plano medio), sometida a unas fuerzas repar-
tidas por unidad de longitud de componentes (pg, py, p.) segun el triedro local de
referencia se pueden obtener de forma andloga, y son:

_ 4N _ 4T _ 4T
Pz = dz Py = dzx P = dx
(3.15)
dM, _, dM,
Ty=- dx L=+ dzx

Ejemplo 3.11.1

Calcular los esfuerzos en la seccién media de la pieza sometida a la accién de la carga
p uniformemente repartida y a las fuerzas F' y V' que se indican (Figura 3.27).
Datos: L=10m, h =0,80m, b=0,35m, p =3kN/m, FF =30kN y V" = 15kN.



3.11. ECUACIONES DE EQUILIBRIO EN PIEZAS RECTAS 93

T T
~—— = TG x ® | - T |G
h/2
' S O
| | | b
L/2 L2

Fig. 3.27: Viga del Ejemplo 3.11.1

Llamaremos N, T'y M los esfuerzos axil, cortante y flector en la seccién media de
la viga. Esta seccién divide a la pieza en dos partes: (A) a la izquierda y (B) a la
derecha (Figura 3.28). Por equilibrio de la parte (A):

>F, = —-F+N=0
oL

S F, = T+V—%:O
L L2

SMg = M-vZ+P" ¢
2 8

Resolviendo se obtiene:
-1 . 102
N = 30kN T:—15—|—3720:O M:15-5—3 0 =37,5kN-m

que son los esfuerzos en la seccién media de la viga.

%% Ty
p
‘ h/2

T
F (A) N M
L —ﬂ“}? = G
M h/2

> -
| | "

L2

Fig. 8.28: Equilibrio de fuerzas y momentos
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Ejemplo 3.11.2

Calcular los esfuerzos en la secciéon media de la pieza sometida a las cargas que se
indican (Figura 3.29).

w6 e |
L

Fig. 8.29: Viga del Ejemplo 3.11.2

Sean N, Ty M los esfuerzos axil, cortante y flector en la seccién media de la viga,
respectivamente. Esta seccién divide a la pieza en dos partes: (A) a la izquierda y (B)
a la derecha (Figura 3.30).

b/2

b/2

Fig. 3.30: Equilibrio de fuerzas y momentos
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Por equilibrio de la parte (A) puede escribirse (Figura 3.30):

SF, = F+N=0
S F, T+1,5P—2P =0

L 2 1
> Mg = M- 1,5P§+6PL+ éPL—i-Fh:O
Resolviendo, se tiene:
N=-F T=0,5P M =0,25PL — Fh

que son los esfuerzos en la seccién media de la pieza.

3.12 Estructuras isostdticas e hiperestaticas

3.12.1 Equilibrio estatico y resolucién de estructuras

Las fuerzas (acciones y reacciones) que actian sobre una estructura deben estar en
equilibrio estdtico. Esto significa que deben formar un sistema de fuerzas de resultante
nula y de momento resultante nulo; por tanto, deben cumplir las ecuaciones que se
conocen con el nombre de ecuaciones de la estdtica, que, en forma vectorial, pueden
escribirse como:

> F; =0 (3.16a)

> My =0 (3.16b)

donde F'; representa a cada una de las fuerzas que actian sobre la estructura, M7
representa el momento de cada una de las fuerzas respecto de un punto arbitrario O y
el stmbolo ), representa la suma sobre todas las fuerzas i.

En el caso de estructuras planas cargadas en su plano, las anteriores ecuaciones
vectoriales se reducen a tres ecuaciones escalares de la forma:

Z(F:Jc)z =0 ; Z(Fy)z =0 ; Z(Mz)zo =0 (3'17)

(] (2 (]
donde los ejes = e y estdn sobre el plano de la estructura y el eje z es perpendicular a
éstos.
Pero la condicién de equilibrio estdtico, tal como lo expresan las Ecs. (3.14) o
(3.17) son condiciones necesarias para el equilibrio, pero no son suficientes. Esto es
porque la condicién de equilibrio y las correspondientes ecuaciones que lo expresan
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matemadticamente, no son sélo aplicables a la estructura considerada en su conjunto,
sino que debe satisfacerse también para cada parte integrante de ella, siempre que se
consideren de forma explicita las fuerzas y momentos que el resto de la estructura
ejerce sobre la parte considerada. En particular, las piezas que forman una estructura
de barras deben estar en equilibrio, siempre que se consideren las fuerzas y momentos
de extremo de barra que la estructura ejerce sobre las piezas. Andlogamente, los nudos
de la estructura deben estar en equilibrio bajo la accién de las fuerzas y momentos que
actian en los extremos de las barras que concurren en ellos.

En Mecénica de Estructuras se llama resolver una estructura a calcular el valor de
los esfuerzos que actian sobre cada una de las secciones de todas las piezas que compo-
nen la estructura. Cuando este cdlculo puede realizarse integramente utilizando sélo las
ecuaciones de la estdtica, la estructura se llama isostdtica o estdticamente determinada.
En caso contrario, se le llama hiperestadtica o estdticamente indeterminada.

3.12.2 Estructuras articuladas

Las estructuras articuladas de piezas rectas con cargas aplicadas en los nudos trabajan
exclusivamente a esfuerzo axil siendo ademas estos axiles constantes. Dichas estructuras
son isostdticas cuando pueden resolverse sélo con las ecuaciones de la estética.

El mimero de reacciones exteriores (nr) més el nimero de axiles a determinar,
uno por barra (nb), debe ser igual al nimero de ecuaciones de la estdtica que se
pueden plantear. En estructuras articuladas planas pueden plantearse dos ecuaciones
de equilibrio por nudo (2nn), por tanto, para que la estructura esté en equilibrio debe
cumplirse:

nr +nb = 2nn (3.18)

En la Figura 3.31 se muestran dos ejemplos de estructuras articuladas isostéticas:
en la estructura (a) puede verse que el nimero de reacciones incégnita es nr = 3 y los
axiles a determinar (uno por barra) son nb = 5, por tanto, el nimero de incégnitas
de la estructura es igual a 8. Dado que el nimero de ecuaciones de la estdtica que
pueden plantearse es 2nn = 2 -4 = 8, la estructura puede resolverse sélo con las
ecuaciones de la estdtica, por tanto es isostdtica. En la estructura (b) el nimero de
reacciones incégnitas nr = 4 y el de los esfuerzos axiles incégnita es nb = 6, el nimero
de ecuaciones de equilibrio es igual a 2nn = 2 -5 = 10, la estructura también en este
caso puede resolverse sélo con las condiciones de la estética y es isostdtica.

Las estructuras articuladas son hiperestdticas cuando las condiciones de equilibrio
no bastan para esolver la estructura, es decir:

nr +nb > 2nn (3.19)
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%/Z é Z 7

Fig. 8.31: Estructuras articuladas isostdticas

p v %

Fig. 8.32: Estructuras articuladas hiperestdticas

En la Figura 3.32 pueden verse dos ejemplos de estructuras articuladas hiperestati-
cas. Asi, en la estructura (a) el nimero de reacciones es nr = 6, el nimero de barras
es nb = 3 y el nimero de ecuaciones de la estdtica es 2nn = 2 -4 = 8, por tanto, la
estructura articulada (a) es hiperestética de grado 1.

En la estructura (b) se tiene que el nimero de reacciones es nr = 3, el nimero
de esfuerzos axiles incégnitas es nb = 6 y el nimero de ecuaciones de equilibrio es
2nn = 2 -4 = 8. También en este caso, las incégnitas son mayores que las condiciones
de la estdtica y la estructura articulada (b) es hiperestética de grado 1.
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b)

<N
—_—<
wz

Fig. 3.33: Estructuras reticuladas isostdticas

a) b)
Vi
H1/ 1§
AN

M >
H
N>
M M
Vi V2

Fig. 8.34: Estructuras reticuladas hiperestdticas
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3.12.3 Estructuras reticuladas

Las estructuras reticuladas como se han definido anteriormente estdn formadas por
piezas prismdticas unidas mediante nudos rigidos. En estas estructuras el grado de
hiperestatismo se define con independencia de si el origen de éste es la indeterminacién
de las reacciones en los apoyos o en enlaces internos:

h=n-—e (3.20)

donde n es el nimero de reacciones (externas o internas) que hay que conocer para
poder determinar los esfuerzos actuantes en cualquier seccién de la estructura, y e es
el nimero de ecuaciones de la estédtica.

Una vez calculado el valor h, para

h =0 la estructura es isostética,
h >0 la estructura es hiperestatica de grado h,
h <0 la estructura es un mecanismo de grado h.

En la Figura 3.33 se muestran dos ejemplos de estructuras reticuladas isostdticas: en
la estructura (a) puede verse que el numero de reacciones incégnita es n = 3 y el
nimero de ecuaciones de equilibrio es e = 3, por tanto, el grado de hiperestatismo
h = n—e = 3—3 = 0 la estructura puede resolverse sélo con las ecuaciones de la estética,
por tanto es isostatica. En la estructura (b) el nimero de reacciones incégnitas n = 3
y el nimero de ecuaciones de equilibrio es e = 3, por tanto, el grado de hiperestatismo
esh=n—e=3—3=0, la estructura también en este caso puede resolverse sélo con
las condiciones de la estdtica y es isostédtica.

En la Figura 3.34 pueden verse dos ejemplos de estructuras reticuladas hiperestéti-
cas. En la estructura (a) el nimero de reacciones es n = 5 y el nimero de ecuaciones
de la estética es e = 3, por tanto, la estructura reticulada (a) es hiperestética de grado
h=n—e=5—-3=2.

En la estructura (b) el nimero de reacciones es n = 6, y el nimero de ecuaciones de
equilibrio es e = 3. También en este caso, las incégnitas son mayores que las condiciones
de la estética y la estructura reticulada (b) es hiperestética de grado h = 3.
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4 Leyes de Esfuerzos

4.1 Introducciéon

El Principio de Saint-Venant (Seccién 3.7.3) establece que, en una pieza prismética,
las tensiones (y las deformaciones) que actian sobre una seccién recta, alejada de los
puntos de aplicacién de un sistema de cargas, sélo dependen de la fuerza R y del
momento M resultantes de las fuerzas situadas a un lado de la seccién considerada.

Las componentes de la fuerza R y momento M resultantes sobre el sistema de
referencia de la seccién definen los esfuerzos sobre la seccién (Seccién 3.8).

Por tanto, el Principio de Saint-Venant dice que las tensiones (y deformaciones)
en la seccién sélo dependen de los esfuerzos que actian sobre ésta. Esto convierte la
determinacion de los esfuerzos en el punto inicial de cualquier cédlculo de Resistencia de
Materiales.

4.2 Leyes de esfuerzos

En las estructuras isostdticas es posible calcular la fuerza y momento resultantes, R y
M, sobre una seccién S cualquiera de la estructura utilizando inicamente las ecuaciones
de equilibrio estatico. De acuerdo con lo expuesto en la Seccién 3.8, se definen los
esfuerzos sobre la seccién como las proyecciones de estas resultantes sobre un triedro
cartesiano dextrégiro zyz, con origen en el centro de gravedad G de la seccién S, en
el que el eje = es normal a la seccién S y tangente a la directriz de la viga, y los ejes
(y, z) son los ejes principales de inercia de la seccién S.

Asi, proyectando la fuerza resultante R sobre los ejes (z,y, z), se definen el esfuerzo
axil N, el esfuerzo cortante T} y el esfuerzo cortante 77, respectivamente. Anédloga-
mente, proyectando el momento resultante M sobre los ejes (z,y, z), se definen el
momento torsor My, el momento flector M, y el momento flector M., respectivamente.

Se llama leyes de esfuerzos o diagramas de esfuerzos a la representacién gréfica

101
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Fig. 4.1: Definicion de esfuerzos en una seccion

de la variacién de dichos esfuerzos a lo largo de las piezas de la estructura. Esta
representacion permite determinar, para cada pieza, las secciones de ésta en las que los
esfuerzos alcanzan sus valores médximos. Esta es una informacién imprescindible para
el dimensionamiento de las piezas o, una vez dimensionadas, para la comprobacién a
posteriori de que se cumplen los criterios de resistencia.

En una estructura isostatica la determinacién de las leyes de esfuerzos sigue los
pasos siguientes:

1. determinacién de las reacciones exteriores,
2. determinacion de la variacién de los diferentes esfuerzos en cada pieza,

3. determinacién de los valores méximos de los esfuerzos, a nivel de pieza y estruc-

tura.

Las relaciones diferenciales entre las leyes de cargas aplicadas y los esfuerzos obtenidos
en la Seccién 3.11 son de gran utilidad a la hora de definir la forma que tienen las leyes
de esfuerzos en cada barra.

4.3 Leyes de esfuerzos en estructuras articuladas

Las estructuras articuladas son aquellas formadas por piezas prismaticas unidas entre
si por nudos articulados (Seccién 3.12.2). En las estructuras articuladas isostdticas
es posible calcular las reacciones sélo aplicando las ecuaciones de la estdtica. Ademas,
bajo cargas aplicadas en los nudos, los esfuerzos sobre una seccién se reducen al esfuerzo
axil N de valor constante.

Por tanto, la determinacion de las leyes de esfuerzos sigue los pasos siguientes:
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1. determinacién de las reacciones exteriores,

2. determinacion de los esfuerzos axiles en cada pieza.

A continuacién, se desarrollan algunos ejemplos de cdlculo de axiles en estructuras
articuladas planas. Se mantendrd la convencién de signos adoptada al definir el equi-
librio de la rebanada de la pieza prismdtica recta (Seccién 3.10).

Ejemplo 4.3.1

La estructura articulada ABC' de la Figura 4.2 esta formada por dos barras del mismo
material. Para una carga P actuando en C, determinar los axiles en las barras.
Datos: P=40kN,a =3m y o =30°.

Fig. 4.2: Estructura del Ejemplo 4.3.1 y equilibrio de fuerzas en C

La estructura es isostdtica y los axiles en las barras 1 y 2 pueden calcularse direc-
tamente por equilibrio de fuerzas en el nudo C:

P
Ny = —— =80kN (traccién)
sin o
P
Ny = — = —69,3kN (compresién)
tan
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Ejemplo 4.3.2

La estructura articulada de la Figura 4.3 estd formada por tres barras del mismo ma-
terial. Para la fuerza que se indica F' actuando en C, determinar los axiles en las
barras.

Datos: a = 5m, F' = 20kN.

Fig. 4.3: Estructura del Ejemplo 4.5.2 y equilibrio de fuerzas en los nudos C' y B

La estructura es isostatica. Los axiles pueden calcularse considerando el equilibrio
de fuerzas en los nudos.

Por equilibrio de fuerzas en el nudo C' se obtiene el valor de los axiles en las barras
1y 2, y por equilibrio en el nudo B se obtienen el valor del axil en la barra 3 (Figura
4.3):

N1 =22,4kN Ny = —22,4kN N3 = 10kN

Las barras 1 y 3 estdn traccionadas y la barra 2 estd comprimida, tal como indican los
signos de los esfuerzos axiles obtenidos.

Ejemplo 4.3.3

La estructura articulada de la Figura 4.4 estd formada por cinco barras del mismo
material. Determinar los axiles en las barras, para una fuerza horizontal F' actuando
en B. Datos: a =4m, F = 10kN.
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‘HC C%//; @ %D
K I

Fig. 4.4: Estructura del Ejemplo 4.5.2 y equilibrio de fuerzas en los nudos C' y B

La estructura es isostdtica. Las reacciones en los apoyos C'y D pueden determinarse
por equilibrio (los sentidos se muestran en la Figura 4.4) :

He=F () Ve=F () Vp=F (1)
Los esfuerzos axiles pueden calcularse considerando el equilibrio de fuerzas en los nudos:

nudo D = Ny=-F =10kN N5 =0
nudo C = N; =0 N3 = +/2F = 14,14kN

nidoA = Ny=0

Para la carga considerada se observa que las barras 1, 2 y 5 no trabajan, la barra 3
estd traccionada y la barra 4 estd comprimida.

Ejemplo 4.3.4

La estructura articulada de la Figura 4.5 estd formada por cinco barras del mismo
material. Para una fuerza P actuando en el nudo D, determinar los esfuerzos axiles en
las barras. Datos: a = 3m, P = 40kN.
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VA Ny N
a
— D N2 VB
‘ P=40 kN N3
4 Ny
Ny
N
5 P
N3 N
N,

Fig. 4.5: Estructura del Ejemplo 4.3.4 y equilibrio de fuerzas en los nudos

La estructura es isostatica. Las reacciones en los apoyos A y B pueden determinarse
por equilibrio (los sentidos se muestran en la Figura 4.5) :

Vi=P =40kN (]) Ve =2P =80kN (1)
Los axiles se calculan considerando el equilibrio de fuerzas en los nudos (Figura 4.5):

Ny = —V2P = —56,5TkN Ny = Ny = P = 40kN

N3 = —P = —40kN N5 = /2P = 56,57kN

Como puede verse, en la estructura del ejemplo bajo la carga indicada, las barras 1y
3 trabajan a compresion y las barras 2,4 y 5 estdn traccionadas.

Ejemplo 4.3.5

La estructura articulada de la Figura 4.6 estd formada por siete barras del mismo
material. Determinar los esfuerzos axiles en las barras para el sistema de cargas que se
indica. Datos: a = 5m, F' = 50kN.
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Fig. 4.6: Estructura del Ejemplo 4.5.5 y equilibrio de fuerzas en los nudos

La estructura es isostatica y por tanto, las reacciones en los apoyos A y E pueden
determinarse sélo por consideraciones de equilibrio (Figura 4.6) :

Vi=Vg=15F=T75kN (1)

Para el estado de carga que se analiza, los nudos A y E son simétricos y también
los nudos B y D. Los esfuerzos axiles pueden calcularse considerando el equilibrio de
fuerzas en los nudos (Figura 4.6):

Ny = Ny = —1,678F = —83,9kN Ny = Ng = 0,75F = 37,5kN
N3 = N5 = 0,568F = 28,4kN Ny = —F = —50kN

Se observa que para la carga considerada, las barras 1,4 y 7 estdn comprimidas y las
barras 2,3,5 y 6 estdn traccionadas.

Ejemplo 4.3.6

La estructura articulada de la Figura 4.7 estd formada por siete barras del mismo
material. Determinar los esfuerzos axiles en las barras para la fuerza F' que se indica.
Datos: a = 5m, F' = 50kN.
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Fig. 4.7: Estructura del Ejemplo 4.3.6 y equilibrio de fuerzas en los nudos

La estructura es isostatica y las reacciones en los apoyos A y B pueden determinarse
s6lo por equilibrio (Figura 4.7):

Hjy=2F =100kN (—) V4 =F =50kN (1) Hp =2F = 100kN («)
Los esfuerzos axiles pueden calcularse planteando el equilibrio de fuerzas en los nudos:

Nudo A Ny = —50kN N3 =0 Ny = —100kN
Nudo B N; = —50kN Ny = 112kN
Nudo C  Ny=—100kN  N5=0 N7 = —100kN

Nudo B Ng = 112kN Ny = —100kN

Para la carga analizada las barras 3 y 5 no trabajan, las barras 1,4 y 7 estdn
comprimidas y las barras 2 y 6 estdn traccionadas.

4.4 Leyes de esfuerzos en estructuras de plano medio

Las estructuras de plano medio estdn formadas por piezas de plano medio unidas entre
sf por nudos rigidos y de tal manera que el plano medio de todas las piezas es el mismo
(Seccién 3.10).



4.4. LEYES DE ESFUERZOS EN ESTRUCTURAS DE PLANO MEDIO 109

Fig. 4.8: Esfuerzos en estructuras de plano medio

En estas condiciones se pueden tomar los ejes locales de referencia (x,y, z) de tal
manera que el plano medio de la pieza contenga a los ejes = e y, ya que es un plano de
simetria de éstas. En estas condiciones las componentes de R’y M se reducen al esfuerzo
axil N, el esfuerzo cortante T' = T}, y el momento flector M = M, respectivamente
(Figura 4.8).

Por tanto, la determinacion de las leyes de esfuerzos sigue los pasos siguientes:

1. determinacion de las reacciones exteriores,
2. determinacion de la variacién de los diferentes esfuerzos en cada pieza,

3. determinacion de los valores maximos de los esfuerzos, a nivel de pieza y estruc-
tura.

Las relaciones diferenciales entre las leyes de cargas aplicadas y los esfuerzos obtenidos
en la Seccién 3.11 son de gran utilidad a la hora de definir la forma que tienen las leyes
de esfuerzos en cada barra.

A continuacion, se desarrollan algunos ejemplos de piezas rectas y estructuras de
plano medio. Se mantendrd la convencién de signos adoptada al definir el equilibrio de
la rebanada de la pieza prismética recta (Seccién 3.10).
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Ejemplo 4.4.1

Calcular y dibujar las leyes de esfuerzos de la viga ABC de la Figura 4.9 sometida a la
accién de la carga p uniformemente repartida en el tramo BC'.

X p (kN/m)
— !

A C
B )
%

N

—

1/2

___>
<
I
=2,
<
I
|
o
=3

Fig. 4.9: Estructura del Ejemplo 4.4.1

Calculo de las reacciones

Teniendo en cuenta las condiciones de equilibrio de la estdtica (suma de fuerzas verti-
cales igual cero y suma de momentos respecto al apoyo A igual a cero, respectivamente),
puede escribirse:

l 1 3l
Va+Vo=p 5 ;o Ve 7 1
Por tanto, las reacciones en los apoyos A y C son :
1 3
Va=gol (1) 5 Ve=gpl ()

Ley de momentos flectores

La ley de momentos flectores se obtiene calculando, para una seccién dada, el momento
resultante en la seccion de las fuerzas aplicadas a un lado de la misma. En el tramo AB,
para una seccién a una distancia x del apoyo A, y calculando dorsalmente, se tiene:

1
M (z) :VAas:gplx

o sea, una ley lineal a lo largo del tramo AB, con un méximo en la seccién z = [/2, de
valor Mp = pl?/16. En el tramo BC, para una seccién a una distancia x del apoyo A,
y calculando dorsalmente, puede escribirse:
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IN?  pl [ 4a2
M(z) :VAa;—g<x—2> zg[—fmx—z]

En este caso, la ley de variaciéon del momento flector es parabdlica y la distancia
a la que se produce el valor méximo se obtiene derivando respecto a la variable = e
igualando a cero:

oM pl| 8x 5l
8x_8[_l+5}_0 -7y
y se tiene:
51 9
Miax = Mz = ) = 75 71

Obsérvese que la ley de flectores es continua en el punto B, y también lo es su derivada.

p (kN/m)

| MOMENTOS FLECTORES
pl T
ﬂ o IS

;

Fig. 4.10: Leyes de esfuerzos del Ejemplo 4.4.1
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Ley de esfuerzos cortantes

Calculemos la resultante R en una seccién cualquiera de la viga sumando las fuerzas
aplicadas a un lado de la seccién. FEn este caso la resultante tiene como inica compo-
nente el esfuerzo cortante 7y, y, por lo tanto, los axiles son nulos en toda la pieza.

En el tramo AB, calculando dorsalmente, se tiene que la ley de variacién es constante
de valor igual a la reaccién V4. En el tramo BC, en una seccién situada a una distancia
x del apoyo A, y calculando dorsalmente, la proyeccién de R sobre la seccién es igual
a la suma de la reaccién V4 maés la resultante de la carga repartida comprendida entre
la seccién B y la seccién considerada; por tanto, la ley de esfuerzo cortante es lineal.

Se tiene:
1
Tramo AB Ty ="Va =——pl
8
l 5
Tramo BC : Ty:VA—i-p(l‘—?):—Spl—i-pl‘

En la Figura 4.10 se representan las reacciones, diagramas de momentos flectores y
de esfuerzos cortantes, respectivamente. Se observa que a una distribuciéon constante
del cortante le corresponde una variacién lineal del flector, y que a una distribucién
lineal del cortante le corresponde una variacién parabdlica del flector.

Ejemplo 4.4.2

La viga ABCDE de la Figura 4.11 estd sometida a una carga puntual P de 200 kN en
la seccién B y a una carga uniformemente repartida p de 20 kN/m en el tramo CE.
Calcular y dibujar las leyes de esfuerzos.

p=20 kN/m

— lzoo kN
L | ¢

. ;
A B %c D %E
7 Z
| | | |

' 5m 5m ' 5m

Y

5m

Fig. 4.11: Estructura del Ejemplo 4.4.2
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Calculo de reacciones

Aplicando las condiciones de equilibrio (suma nula de fuerzas verticales, suma nula
de momentos respecto al punto A y momento flector nulo en las rétulas B y D), y
trabajando en kN y m, pueden escribirse las siguientes ecuaciones (ver Figura 4.12):

Va+Ve+Ve = 400
My +10Ve +20Vg = 4.000
My—-5Vy = 0
5Ve —250 = 0

Resolviendo estas ecuaciones, se obtienen los valores de las reacciones en el empo-

tramiento A y en los apoyos C'y E:

Vi = 100kN (1) ; Ve = 250kN (1)
My = 500kN-m (O) ; Ve = 50kN (1)

Ley de momentos flectores
En el tramo AB, cortando la estructura a una distancia x del apoyo A y calculando el
momento flector dorsalmente se obtiene:

M(z) = —Ma + V4 x = —500 + 100z

que es una ley lineal. Para x = 5 m se tiene Mp = 0, como corresponde a una rétula.

En el tramo BC se tiene:
M(z) = —-Ms+Vy z—200(x — 5) = 500 — 100z
que es también una ley lineal. Para z = 10 m se tiene el momento en el apoyo C,

Mec = —500 kN-m. En el tramo C'E, se tiene que:

M(z) = —Ma+Vaz—200(x—5)+ Ve (z— 10) —g(x— 10)2

= —3.000 + 350z — 102

que es una ley parabdlica, con su valor méximo situado a una distancia x,.x del apoyo
A que puede determinarse igualando a cero la derivada de la ley de momentos respecto
a la variable z. En este caso, Tyax = 17,5 m y el valor del momento correspondiente
es Myax(T = Tmax) = 62,5 kN-m.
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Ley de esfuerzos cortantes

Calculando la resultante de las fuerzas situadas a un lado de la seccién y determinando
la componente paralela a la misma se obtiene la variacién del esfuerzo cortante en cada
tramo de la estructura. En el tramo AB, calculando dorsalmente, dicha resultante es
constante e igual a Vjy:

T, = Va4 = —100 kN

En el tramo BC, la resultante de las fuerzas a un lado de la seccién es también un valor
constante, igual a la suma de la reaccién V4 mas la fuerza aplicada en B:

T, = V4 + 200 = 100 kN
Por 1ltimo, en el tramo C'E y siguiendo el mismo procedimiento se obtiene:

T, =100 — 250 4 20(z — 10) = —350 + 20z

M, =500 kN ‘P p=20kN/m
< A : C ) ¢ ) LE
B D
V,=100 kN Vo=250kN V=50 kN1
500 500
ST
RN NN NE =y
am ‘ 62.5
x=17.5m |
| MOMENTOS FLECTORES (kN'm) |
150
100

TTT

oy fo o

of Al

L1l 50
100 | CORTANTES (kN) |

Fig. 4.12: Leyes de esfuerzos del Ejemplo 4.4.2
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que es una ley lineal. Nétese que en cada tramo la ley de esfuerzos cortantes coincide
con la derivada de la ley de momentos flectores respecto a la variable z (cambiada de
signo), tal como exige el equilibrio de la rebanada.

En la Figura 4.12 se representan las reacciones y las leyes de esfuerzos de la viga

ABCDE.

Ejemplo 4.4.3

La estructura ABCD de la Figura 4.13 estd empotrada en la seccion A y sometida
a una carga vertical p de 30 kN/m, uniformemente repartida sobre el eje de la viga
CBD, inclinada un éngulo « respecto a la horizontal. Calcular y dibujar las leyes de
esfuerzos.

p=30 kN/m
D__
3m
1.5m
2.5m
A
77 -

Fig. 4.13: Estructura del Ejemplo 4.4.3

Calculo de reacciones

Partiendo de las ecuaciones de equilibrio se calculan en primer lugar las reacciones
externas. Imponiendo que la suma de fuerzas verticales y la suma de momentos en el
empotramiento A sean cero, se tiene (ver Figura 4.14a):
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X1
N
N\
p=30 kN/m D2 A
SN
Q)
@*\5
/ B =S A~
v —
7
C —=— | MOMENTOS FLECTORES
—— (kN'm)

X1
<—|
<
N\ CORTANTES E— AXILES
T=0 (kN) — é; (kN)
ey
[E——
225

Fig. 4.14: Leyes de esfuerzos del Ejemplo 4.4.3

Ry = 30-7,5 =225kN (1)
My = 225-(5—3,75)cosa = 225 kN-m (0)

donde « es el dngulo de inclinacién de las barras BC'y BD.

Ley de momentos flectores

Calculando dorsalmente se tiene que la ley de momentos flectores en el pilar AB es
constante y de valor M4 = 225 kN-m. En la viga C'B, para una seccién a una distancia
s del extremo C' (ver Figura 4.14b), se tiene:
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2
M(z)=—-30s L 15sz=-15 —
2 cos o
La ley de flectores es parabdlica y para © = 2 m se obtiene Mg = —75 kN-m, valor del

momento flector en la seccién B del tramo C'B. Andlogamente, en la viga BD, para
una seccién a una distancia s; del extremo D (ver Figura 4.14b) se obtiene:

2
Ty

M(z1) = —30 s % = 15851 01 = 15—

ley parabdlica que para x1 = 4 m toma el valor del momento flector en la seccién B del
tramo BD, Mp = —300 kN-m.

Ley de esfuerzos cortantes

Calculando dorsalmente se tiene que la ley de esfuerzo cortante en el pilar AB es cero.
Notese que la ley de momentos flectores en el pilar AB es constante y, en consecuencia,
su derivada primera es nula.

En los tramos CB y BD se tiene, proyectando la resultante de fuerzas sobre el
plano de la seccién:

Tep = 30 scosa = 30z
Tpp = (30 s—225)cosa = 30x —225cosa

Ambas leyes son lineales, como corresponde a una variacién parabdlica del flector.
Ley de esfuerzos axiles

Calculando dorsalmente se tiene que la ley de esfuerzo axil en el pilar AB es de com-
presién, constante y de valor N = 225 kN.

En los tramos CB y BD la ley de axiles se obtiene proyectando la resultante de
fuerzas sobre la normal al plano de la seccién. Se tiene:

Nep = 30 ssina
Npp = (30 s—225)sina

Ambas leyes son lineales, como corresponde a una carga uniforme. Obsérvese que, sobre
cada seccidn, la composicién vectorial de los correspondientes esfuerzos cortante y axil
es igual a la resultante de fuerzas R sobre la seccién, que es una fuerza vertical. En la
Figura 4.14 se representan las reacciones y las leyes de esfuerzos de la estructura.
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Ejemplo 4.4.4

El pértico de la Figura 4.15 estd sometido a una carga p de 20 kN/m, uniformemente
distribuida segiin la proyeccién horizontal del dintel BC, y a dos fuerzas concentradas
horizontales de 30 kN que actian en las secciones E y F (estas fuerzas puntuales
representan un cable postesado anclado en las nudos E y F'). Calcular y dibujar las
leyes de esfuerzos.

p=20 kN/m
Y
C—
2m
a
B .
2m
EpH— F
30 kN 30 kN
2m
N D |
' 10m

Fig. 4.15: Estructura del Ejemplo 4.4.4

Calculo de reacciones

Se calculan en primer lugar las reacciones en los apoyos utilizando las condiciones de
equilibrio. Se obtiene que la reaccién horizontal H4 es nula y:

Va+Vp = 200
10Vp = 20-10-5

y, por lo tanto:

Vi=100kN (1) ; Vp =100kN ()
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Ley de momentos flectores

En los tramos AE y DF de ambos pilares la ley de momentos flectores es nula. Conti-
nuando con el pilar AB, a partir de la seccién E, y calculando dorsalmente, se obtiene:

M(s) = —30s

siendo s la distancia desde F. Es una ley de variacién lineal que para s = 2 m propor-
ciona el valor del momento flector en la seccién B, Mp = —60 kN-m.
Anélogamente, en el pilar DC' se obtiene:

M(Sl) =-30 51

siendo s; la distancia desde F. Es una ley de variacién lineal que en la seccién C
(s1 =4 m) toma el valor Mo = —120 kN-m.
En el dintel BC, para una seccién a una distancia x de la seccién B, se tiene

2 z?
M(x) =V x—30 <2+10x> -205 = —60 4 94 x — 102>
que es una ley parabdlica, con su valor maximo situado a una distancia xp.x de la
seccién B, que puede determinarse igualando a cero la derivada de la ley de momen-
tos respecto a la variable x. En este caso, rmax = 4,7 m y el valor del momento
correspondiente es Myax (T = Tmax) = 160,9 kN-m.

Ley de esfuerzos cortantes

El esfuerzo cortante en el primer tramo AFE del pilar AB es nulo. A partir de la seccién
E el valor del esfuerzo cortante coincide con la fuerza horizontal aplicada en dicha
seccion. Por tanto, la ley es constante y de valor:

Tgp = 30 kN

Anslogamente, en el pilar DC' se tiene un valor de cortante nulo hasta la seccién F.
En el tramo de pilar F'C' la ley de esfuerzo cortante es constante, de valor coincidente
con el valor de la fuerza horizontal aplicada en F':

Trc = 30 kN

En el tramo BC, inclinado un dngulo « respecto a la horizontal, para una seccién
situada a una distancia x del extremo B la proyeccién de la resultante de las fuerzas
sobre el plano de la seccién es igual a:

Tpe = (—Va+20z)cosa+ 30 sin «



120 CAPITULO 4. LEYES DE ESFUERZOS

que es una ley lineal, de valor Tp = —92,17 kN para la seccién B (z = 0). Nétese que
para x = 4,7 m el valor del esfuerzo cortante es cero, como corresponde a la seccién de
méximo momento en el tramo BC.

Ley de esfuerzos axiles

En los pilares AB y C'D los axiles son de compresién, constantes y de valor igual a las

reacciones verticales en los respectivos apoyos. Por tanto,

Nap = Ngp =—100kN  (C)

p=20 kN/m

120

w
()

30 kN
A
V,=100 kN V=100 kN
MOMENTOS FLECTORES (kN'm) |
[T
X
9.8
30 49 0
= 5
RE e
C .
-1
I 470m
100 100

| CORTANTES (kN) | AXILES (kN)

Fig. 4.16: Leyes de esfuerzos del Ejemplo 4.4.4
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En el tramo BC, calculando dorsalmente, se tiene
Npc = (=100 + 20 z) sin @ — 30 cos

que es una ley lineal, con los valores extremos Np = —49 kN y No = —9,8 kN para las
secciones B y C, respectivamente.

En la Figura 4.16 se representan las reacciones y las leyes de esfuerzos de la estructura.

Ejemplo 4.4.5

Calcular y dibujar las leyes de esfuerzos para la estructura de la Figura 4.17, sometida
a una fuerza horizontal F' actuando en la secciéon B’.

b Ya

Fig. 4.17: Estructura del Ejemplo 4.4.5

Calculo de reacciones

Se calculan en primer lugar las reacciones en los apoyos utilizando las condiciones de
equilibrio de fuerzas y momentos (en A) y la condicién de momento flector nulo en la
rétula C (calculado dorsalmente). Se tiene (Figura 4.18a):



122 CAPITULO 4. LEYES DE ESFUERZOS

HA_HA’_F =0
Va—Vy 0
HA/a—VA/a = 0
2a a
ZZ_HAZ =
Va 3 A3 0
de donde:

Ley de momentos flectores

En el pilar AB, para una seccién situada a una distancia y del apoyo A, se tiene:

Map=—-Hay=—-2Fy

ley de momento flector lineal, que para y = a, proporciona el valor del momento flector
en la seccién B, Mg = —2Fa. En el pilar B’A’, para una seccién situada a una distancia
(a —y) de la seccién A’ se tiene:

Mpar=Hy (a—y) =F(a—y)

ley de momentos lineal con valor méximo Mp = Fa. En el tramo BB’, para una
seccién situada a una distancia x,y del apoyo A, puede escribirse:

Mpp = —Hay+Vax=F(z —2y)
ley de momento flector lineal, con valores extremos Mg = —2Fay Mp = Fa.
Ley de esfuerzos cortantes

Al ser lineales las leyes de flectores en todas las barras, los cortantes son uniformes en
cada una de ellas. En los pilares se tiene:

Tap = Hy = 2F
TB’A/ = HA' = F

valores coincidentes con las reacciones horizontales. En la barra BB’ se tiene:

V2 82,
2

TBB’:7(VA+HA):
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VAY: F
B H,=F 2F,
Al —— Y
R=5
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H,=2F F \E -
—— A B L —
B' @ E,
V,=F
A [ MOMENTOS FLECTORES |
W, .
2 - F
N
N\ -
N\ O
/ ——
—— % \<>\ é
— D [% f
2F F F F

CORTANTES (kN) | AXILES (kN)

Fig. 4.18: Leyes de esfuerzos del Ejemplo 4.4.5

Ley de esfuerzos axiles

Procediendo de manera similar al apartado anterior, se halla la componente de R normal

a las secciones, y se obtienen los valores del esfuerzo axil, constantes en cada pieza:

2
i Npp = \[F

Nap=-—-F —7

. Npa=-F

En la Figura 4.18 se representan las reacciones y las leyes de esfuerzos de la estructura.
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Ejemplo 4.4.6

El pértico isostético de la Figura 4.19 estd sometido a una carga p de 20 kN/m, uni-
formemente distribuida en el dintel BD. Calcular y dibujar las leyes de esfuerzos.

p=20 kN/m
— B C D
2m
5m ¢
y
LA E
X
7 7
I | | |
2m 5m 2m

Fig. 4.19: Estructura del Ejemplo 4.4.6

Calculo de reacciones

Se calculan en primer lugar las reacciones en los apoyos utilizando las ecuaciones de
equilibrio y la condicién de que el momento flector en la rétula sea nulo. Se tiene (ver
Figura 4.20a):

Hi—Hp = 0
Va+Veg = 20-5
9V4 = 20-5-4,5
AVa—5H, = 20-2-1

y, por tanto, las reacciones son:

Va=Vg=50kN (1) ; Ha=32kN (=) ; Hp=32kN (<)
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Obsérvese que las reacciones son simétricas, a pesar de la posicién asimétrica de la
rétula.

Ley de momentos flectores

En una seccién genérica del tramo AB, utilizando los ejes de referencia (z,y) de la
Figura 4.20 y calculando de forma dorsal, se tiene:

Map = Vazx—Hay
= 50x—-32y
ley lineal con valor maximo Mp = —60 kN-m. En el tramo DF, procediendo ahora

frontalmente, se obtiene también una ley lineal, simétrica respecto al eje vertical que
pasa por el centro del dintel:

MDE = VE(Q—x)—HEy
= 50(9—2)—32y

En el dintel BD, trabajando dorsalmente, se puede escribir:

Mpp = Vaw—Hay—(z—2)
20
= 50:(}—32-5—?(33—2)2:—10:U2+9Ox—200

que es una ley parabdlica que se anula en la rétula y tiene valores maximos en los
extremos Mp = Mp = —60 kN-m. El valor del flector en el centro es de 2,5 kN-m.

Obsérvese que, dada la simetria de las cargas y reacciones, los flectores en la estruc-
tura son simétricos respecto al eje vertical central.

Ley de esfuerzos cortantes

En los pilares AB y DE los cortantes son constantes, ya que la ley de flectores en
ellos es lineal. Su valor se obtiene proyectando sobre la seccién las componentes de la
reaccién en A y E, respectivamente:

Tap = —Vacosa+ Hypsin o = 11 kN
Tpr = —Vgcosa+ Hgsin a = 11 kN

donde « es el dngulo de inclinacién de los soportes. En el tramo BD, calculando
dorsalmente, se tiene

Tgp = —Va+p (x—-2)
— 50420 (z—2)
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O @ '
B D & e
H,= Hg= MOMENTOS
32 kN 32 kN FLECTORES
— EY —=—r (kNm)
fVA— 50kN  Vg=50 kN 1
mm . 38.3 TS| 582
11 / \
—
104 o
5\ 50 s /Q @\
S
CORTANTES AXILES
(kN) (kN)

Fig. 4.20: Leyes de esfuerzos del Ejemplo 4.4.6

que es una ley lineal con valores extremos T = —V4 y I'p = Vg, y de valor nulo en el
centro del dintel, por simetria.

Ley de esfuerzos axiles

Procediendo de manera similar, se calculan los axiles en cada barra. Sobre los soportes,
basta con proyectar sobre sus direcciones respectivas las reacciones horizontales y ver-
ticales de los apoyos correspondientes. En el dintel se sigue el mismo procedimiento,
ya que la proyeccién de la carga lateral sobre la barra es nula.

Se obtienen asf las leyes de esfuerzos axiles

Nap = Npgp = —(Vasina+ Hpcosa) = —58,3 kN
Ngp = —Hjp = —32kN

Se observa que son leyes constantes en cada tramo y, ademds, son simétricas.
En la Figura 4.20 se representan las reacciones y las leyes de esfuerzos de la estructura.



5 Esfuerzo Axil

5.1 Introduccién

Una pieza estd sometida a traccion o compresién simple cuando sobre sus secciones
actian Unicamente esfuerzos axiles, es decir, fuerzas normales a las secciones y aplicadas
en sus respectivos centros de gravedad (ver Figura 5.1). Consideramos positivos los
axiles de traccién, y negativos los de compresién.

Dado que los diferentes esfuerzos que actian sobre una seccién no son sino las
fuerzas y momentos resultantes de las tensiones que actian sobre dicha seccién, deben
cumplirse las siguientes igualdades integrales:

N = /deS ; Ty:/Txde =0
S S
T, = /szdS =0 ; M = /(szy—Txyz) dS = 0 (5.1)
S S
M, = /axzdS—O s M, = —/amde—O
S S

Obviamente, estas ecuaciones integrales no bastan para determinar de forma tnica
la distribucién de tensiones en la seccién. Es necesario, por tanto, establecer hipétesis
simplificativas relativas a la deformacién de la pieza que permitan tal determinacion.

5.2 Esfuerzo axil en una pieza recta

En el caso de una pieza recta sometida a esfuerzo axil se hace la siguiente hipétesis de
deformacién, que se conoce con el nombre de hipdtesis de Bernoulli:
“durante la deformacion de una pieza recta sometida a esfuerzo axil las secciones
transversales permanecen planas y paralelas a si mismas”.
La idoneidad de esta hipétesis puede comprobarse experimentalmente, siempre que
la pieza sea larga y en las zonas en que pueda aplicarse el principio de Saint-Venant.

127
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YA
G N -
Ty X
Z sz Gx
ds

Fig. 5.1: Esfuerzo axil sobre una seccion

De acuerdo con la hipdtesis anterior, una rebanada diferencial limitada por las
secciones S7 y Se puede deformarse de acuerdo con la Figura 5.2a, y transformarse en
5155, o bien, segin la Figura 5.2b, y transformarse en S7.S5.

En el caso (a) no hay distorsién de los elementos diferenciales de volumen, es decir,
Yay = Yz» = 0 en todos los puntos de la seccién y, en consecuencia, 7y = 75, = 0. En
el caso (b) se tiene ,, = ctey v,, = cte, de acuerdo con la hipétesis de deformacion y,
por lo tanto, 7,y = cte y 7., = cte para todos los puntos de la seccién. Las ecuaciones
(5.1) que relacionan tensiones tangenciales y esfuerzos cortantes son entonces:

Ty:Txy/dS:O ; TzzTﬂcZ/dSZO = Tay =Tez =0 (5.2)
S S

a) b)
| 1 [E=
i' 1' I\ — x
a a b b a|\:\ ~ ]b Y
a' -
| | | \t\\\|
| | =
I b'
Sl S'1 SZ S'Z S1 Sl'l'\\\\ S2 |

Fig. 5.2: Hipdtesis de deformacion de Bernoulli
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o, | | :| o,
a la' b 1 b'
| |
| ]
Sy S S, S5
| |
' 1 i '
; dx +du '

Fig. 5.3: Elongaciones y tensiones en la rebanada

Por lo tanto, las tensiones tangenciales y las distorsiones necesariamente son nulas,
con lo que la rebanada se deforma necesariamente segun el caso (a), y las ecuaciones
integrales (5.1) segunda, tercera y cuarta se cumplen idénticamente.

Ademds, y seguin se muestra en la Figura 5.3, en la deformacién de la rebanada todas
las fibras se deforman paralelas al eje de la pieza y sufren una deformacién longitudinal
idéntica, e igual a:

du

== (5.3)

Ex

donde du es la elongacién (positiva si es de alargamiento y negativa en caso contrario)
de la rebanada de longitud dx.

Si el material de la pieza es eldstico lineal y se cumple la ley de Hooke, la deformacion
longitudinal €, es igual a:
o v
Ep = Ex—E(Uy—{—O'Z) (54)
donde E es el médulo de Young del material y v su coeficiente de Poisson. Al ser nulas
o despreciables, en este caso, las tensiones normales en planos paralelos al eje de la
pieza, o, y 0, se tiene simplemente:

Ep = = o, =Fe, (5.5)

ik
E

Dado que las deformaciones son iguales para todas las fibras, también lo son las ten-
siones, es decir, existe una distribucién uniforme de tensiones normales o, en cada
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P = P
G,=P/A

B

Fig. 5.4: Esfuerzo axil: distribucion uniforme de tensiones

seccién de la viga (Figura 5.4). Por tanto, las ecuaciones (5.1) pueden escribirse:

N = ax/dS = 0, A (5.6a)
S

M, = az/zdS =0 (5.6b)
S

M, = Jx/de = 0 (5.6¢)
S

ya que los ejes (y, z), al ser los ejes principales de inercia de la seccién, pasan por el
centro de gravedad de ésta. En lo sucesivo, denominaremos A al drea de la seccién. De
la ecuacién (5.6a) resulta:

N N

W=F Y T EA

- (5.7)

La deformacion longitudinal de la rebanada viene acompanada de una deformacién
lateral debida al efecto de Poisson de valor:
vN 58
- (53)
Asimismo, debe hacerse notar que la hipétesis de alargamiento uniforme de las fi-
bras y la correspondiente distribucién uniforme de tensiones normales es exacta cuando
las fuerzas exteriores aplicadas estén uniformemente repartidas sobre las secciones cor-
respondientes. En el caso de no serlo, segtin el Principio de Saint-Venant, los resultados
obtenidos serdn vdlidos para secciones alejadas lo suficiente de los puntos donde se apli-
can las cargas. La distancia a la que esta hipdtesis serd cierta es aproximadamente
igual a las dimensiones transversales de la pieza. Asi, en la Figura 5.5 la distribucién
de tensiones es uniforme en una seccién tal como la Sp, suficientemente alejada de los
extremos de la pieza, pero no en una como la S4, donde el efecto local de cémo estan
aplicadas las cargas es auin perceptible.
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G, #P/A G, =P/A

Fig. 5.5: FEsfuerzo axil y Principio de Saint-Venant

La variacién de longitud total de la pieza, es decir, el alargamiento o el acortamiento
de ésta, se obtiene por integracién de las deformaciones longitudinales sobre todas las
rebanadas de la pieza, es decir:

Al—/lez( o = [ it (5.9)

donde se admite que tanto la ley de axiles, N(x), como la seccién de la pieza, A(x),
puedan variar a lo largo de la longitud [ de ésta. Si la seccién de la pieza A es constante
y la ley de esfuerzos axiles es uniforme (Figura 5.6), el alargamiento total de la pieza
es:

Nl
Al = — 1
TA (5.10)
[ TTTT]
E, A S N
N \ NN

Fig. 5.6: Azil uniforme
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Esta expresién puede escribirse como Al = N /k, con k = EA/I, representando la
rigidez de la pieza a esfuerzo axil.

Las férmulas anteriores valen tanto para esfuerzos de compresién como para esfuer-
zos de traccién. En el caso de compresion, todo lo anterior es vdlido a condicién de que
la pieza no sea demasiado larga en relacién a las dimensiones de la seccién transversal,
porque en ese caso el equilibrio de la pieza puede ser inestable, fenémeno conocido con
el nombre de pandeo.

Ejemplo 5.2.1

Calcular el alargamiento total de una pieza de seccién constante A y longitud [, sometida
a la accién de su propio peso @) uniformemente repartido (Figura 5.7).

- lgziii

Fig. 5.7: Pieza sometida a peso propio

Sea v =@ /Al el peso especifico del material de la pieza. Segin se observa en la
Figura 5.7, la ley de axiles es lineal, y viene dada por la expresion:

N(z)=~vAx

La ley de tensiones sobre cada seccién se obtiene simplemente como :

N _
v A

y es también lineal. El alargamiento total serd igual a:

N(:L‘)d B lvmdm_LlQ_ Q!

Al = - _ar Qb
EAT ) TE T 2E  2EA
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Ejemplo 5.2.2

Calcular la méxima longitud que puede tener un cable suspendido verticalmente y
sometido a su peso propio (Figura 5.8). Supéngase una tensién admisible de valor
Oadm-

Y,

\
!

|

<—D—>
~ J\

-2
>
>

\NAJAJJMLLLL

Fig. 5.8: Cable suspendido verticalmente

Segin los resultados del ejercicio anterior, la tensién méxima se produce en la
seccion superior del cable, que soporta una tensién

v Al
=z ~!

ox(x=1)

y debe ser
Oadm

v

0z < Oadm = Imax <

Un acero de alta resistencia puede tener un peso especifico de v = 75.000 N/m? y
una tensién admisible de 0,9, = 1.500 MPa = 1.500 N/ mm?. Operando, resulta una

longitud méxima de lypayx < 20 - 103 m = 20 km.

Ejemplo 5.2.3

Un pilote de madera, de longitud [, drea transversal A y médulo de elasticidad F, estd
enterrado y soporta una carga P tnicamente por friccién a lo largo de su perimetro
longitudinal (Figura 5.9a). Se supone que la fuerza de friccién f por unidad de longitud
del pilote esté repartida uniformemente en la superficie del pilote. Calcular: (a) la
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N=P O,=P/A

A

N(x) G (x)

W

& = ~

_

Fig. 5.9: Pilote, ley de axiles y distribucion de tensiones del Ejemplo 5.2.3

distribucién de tensiones a lo largo del pilote y (b) el acortamiento ¢ del pilote en
funcién de P, [, £y A.

(a) Distribucién de tensiones a lo largo del pilote

Si la carga P es soportada tnicamente por la fuerza de friccién f, repartida uni-
formemente a lo largo del pilote, por equilibrio debe cumplirse:

pP=f-l
y la ley de axiles en el pilote puede expresarse por:

N(z)=P—f (l—a:):P—?(l—@:P

que es una ley lineal en funcién de la coordenada x, medida desde el extremo inferior
del pilote (Figura 5.9).
Por otra parte, la tensién normal en una seccién genérica situada a la distancia x
es:
N(z) Pz
ox(x) = =—=

Las tensiones normales en el pilote son de compresién y su distribucién es lineal en

funcién de z (Figura 5.9).
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(b) Acortamiento del pilote

El pilote estd sometido a un axil de compresién que varfa linealmente con la coor-
denada x. Por tanto, su longitud inicial sufre un acortamiento ¢, que en funcién de P,
I, E'y A, se expresa por:

U N(z) LP(x/l) Pl
0= , EA dx_/o A 35

Ejemplo 5.2.4

La estructura articulada ABC' de la Figura 5.10 estd formada por dos barras del mismo
material y secciones transversales de dreas A; y Ay. Para una carga P actuando en C
determinar las tensiones y alargamientos en las barras.

Datos: P=40kN, L =3my a =30° A; = 5cm?, Ay = 10cm?, E = 200-10° N/ m?.

Fig. 5.10: Estructura del Ejemplo 5.2.4 y equilibrio de fuerzas en C

La estructura es isostética y los axiles en las barras 1 y 2 pueden calcularse direc-
tamente por equilibrio de fuerzas en el nudo C:

P
N = — = 80kN (traccion)
sin «
P
Ny = — = —69,3kN (compresién)
tan o
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Las tensiones en las barras son:

Ny 80
= D % 60MP
o1 A,  5-10-4 &
Ny,  —69.3
= 2 %9 69 3MP
72 A,  10-10-4 o

v los alargamientos correspondientes son:

Nilq 80 -3/ cosa
01 = = = 0,277
! EA,  200-106.5-10-4  =ftem
0y = Naoly _ —069,3-3 = —0,104 cm

EAs  200-106-10-10—4

Obsérvese que la barra 1 estd traccionada y sufre un alargamiento, mientras que la
barra 2 estd comprimida y sufre un acortamiento, tal como indican los signos positivo
y negativo, respectivamente.

Ejemplo 5.2.5

La estructura articulada de la Figura 5.11 estd formada por cinco barras del mismo
material y secciones transversales iguales, de drea A. Para una fuerza horizontal F
actuando en el nudo B, determinar: (a) los axiles en las barras y (b) los alargamientos
correspondientes.

A ©, B

O o]

Fig. 5.11: Estructura del Ejemplo 5.2.5 y equilibrio de fuerzas en los nudos C' y B
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Datos: F =10kN,a=4m, A=5cm? F =200-10° N/m?.
(a) La estructura es isostatica y las reacciones en los apoyos C'y D pueden deter-
minarse por equilibrio de fuerzas y momentos. Asi:

He=F (<) ;5 Ve=F () ; Vb=F (1)

Anédlogamente, los axiles en las barras pueden calcularse considerando el equilibrio
de fuerzas los nudos (Figuras 5.11b y (c):

nudo D = Ny = —F ; Ns = 0
nudoC = N; = 0 ; N3 = V2 F
nuidoA = Ny = 0

La barra 3 trabaja a traccién y la barra 4 a compresiéon. Las barras 1, 2 y 5 no
trabajan para la carga aplicada en este caso.

(b) El alargamiento de la barra 3 es:

_ N3Lz  V2FV2a Fa

—_9 " _ 103
03 A oA —ZEA 0,8-10"°m
y el acortamiento de la barra 4 es:
_N4L4_ —Fa_ -3
bi= = 5 =—04-10"m

Ejemplo 5.2.6

Para la estructura articulada de acero de la Figura 5.12 se pide: (a) resolver la estruc-
tura hallando los axiles en todas las barras, (b) dimensionar la estructura con un unico
perfil IPN y (c) calcular los alargamientos producidos para la seccién escogida.

Datos: L =3 m, P = 150 kN, E = 200 GPa, o,qm= 75 MPa.

(a) La estructura es isostdtica y las reacciones se obtienen planteando el equilibrio

de fuerzas y momentos:

> Fy= Hi+150 =0
Y Ry = i+ Vs =0
S M= V3L-150L =0
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L

Fig. 5.12: Estructura del Ejemplo 5.2.6

De las ecuaciones anteriores se obtiene:

Hy =150kN («+) V1 = 150kN () V3 = 150kN (1)
De igual manera, los axiles en las barras se obtienen planteando el equilibrio en los
nudos:
nudo 1 = N12 = 150kN ) N13 = 150kN
nudo 2 =  Nog = —150v/2 = —212,5kN

Las barras 12 y 13 estdn traccionadas mientras que la barra 23 estd comprimida, segin
indican los signos de los axiles respectivos.

(b) La estructura se dimensiona para que en ningin punto de la misma se supere la
tension admisible o,q,. Al ser el axil constante en cada barra, la tensién sera constante
en cada una de las barras y ademds constante en toda la seccién. Por tanto, la tensién
méxima se dard en la barra cuyo axil sea mayor, es decir, en la barra 23.

Nmax

Omax — A <Uadm = A>

Nimax _ 150v/2kN
Omax 75 -103kN/m?

= 28,3 cm?

El perfil que cumple la condicién de tensién maxima es el IPN200, cuya seccién tiene
un érea de 33,5 cm?, por lo que toda la estructura se dimensiona con este perfil.
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(c) Las deformaciones que se producen en todas las barras construidas con un perfil
IPN200 son los siguientes:

- 150 - 3
- 2-108-33,5-104

_ —150v2-3v2
©2-108-33,5-104

Las barras 12 y 13 sufren un alargamiento mientras que en la barra 23 se produce

012 = 013 =0,67-103m

593 —1,34-103m

un acortamiento.

Ejemplo 5.2.7

Para la cercha de la Figura 5.13 (estructura articulada) sometida a una carga vertical
de 600 kN, se pide: (a) calcular los axiles en las barras. (b) Dimensionar la estruc-
tura con un perfil IPN, siendo la tensién admisible del material o,qy,. (c) Calcular
el alargamiento de cada barra suponiendo toda la estructura construida con el perfil
escogido en (b).

Datos: P =600kN, a =4.5m, h =6 m, 0,4y = 140 MPa, E = 200 GPa.

(a) La estructura es isostdtica y las reacciones pueden obtenerse directamento por
equilibrio de fuerzas y momentos.

4 5

p—

a a a a

Fig. 5.13: Cercha del Ejemplo 5.2.7
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ZFH = H =0
ZFV = Vi+ Vi —600=0
ZMl = 18V —600-9=0

De donde:
Hi =0 V1 =300kN (1) Vi = 300kN (1)

Los axiles en las barras se determinan por equilibrio de fuerzas en los nudos. Ob-
sérvese que la estructura es simétrica y estd cargada simétricamente, esto significa que
los esfuerzos también serdan simétricos:

nudo1l = N12:225kN (T) ; N14:—375kN (C)
nudo4 = Ny =300kN (T) ; Ny =—225kN (C)
nudo 2 = Ny =450kN (T) ; N5 = —375kN (C)
nudo 3 = N3z; =600kN (T) ;

(b) La cercha se dimensiona para que en ningin punto se supere la tensién admisible
Oadm - Fl dimensionamiento se hace para la barra més cargada; la barra que soporta un
axil mayor es la barra 35 con un axil N = 600 kN de compresion.

La tensién en una seccién de dicha barra debe cumplir:

N N 600
<owm | = A> _
= Tad = sadm  140- 103

= 42,9 cm?

Por tanto, el d4rea minima que debe tener la seccién de la barra es 42,9 cm?. El perfil
més pequeilo que supera ese drea es el IPN240 con un drea de 46,1 cm?.

(c) Al ser constantes el axil y la seccién en cada barra, el alargamiento de cada
rebanada es constante en toda la barra, con lo que el alargamiento total de la barra se
calcula mediante:

NI

0= %A

Suponiendo que la estructura se construye con el perfil IPN240 el 4rea es 46,1 cm?.
La longitud de las barras horizontales es 4,5 m, la de los montantes verticales es 6,0 m,
mientras que las barras inclinadas miden 7,5 m. Con estos datos, los alargamientos de
las barras de la estructura resultan:
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012
014
24
d23
25
045

035

2. 1022-546,417 ?10—4 =+1,10-
2-1%5%122;0—4::_&05'
2-1@-4@1-104::+L95
2-u§?iéi§10—4::+120
2. 1()_83-7456; ?-510—4 =305
Qcﬁﬁﬁ;f€m<4:_Llu
2-u£936i?10ﬂ1:_+&90’

103 m

103 m

1073 m
2103 m

2103 m

103 m

103 m

Las barras 12, 24, 23, y 35 se alargan, mientras que las barras 14, 25 y 45 se acortan,

tal como indican los signos de los alargamientos respectivos.

5.3 Cables

Los cables son tirantes flexibles que trabajan a traccién. Los cables estdn limitados sélo

por su peso y su forma de anclaje. A continuacién, se desarrollan algunos ejemplos de

aplicacién.

Ejemplo 5.3.1

Una gria de carga, compuesta por un larguero de acero AC' sostenido por un cable BD,

soporta una carga P como indica la Figura 5.14a. El cable tiene un drea transversal

A. = 481 mm? y un médulo de elasticidad E.. Calcular: (a) la tensién en el cable

cuando actia la carga Py (b) la variacién de longitud del cable correspondiente.
Datos: h=1,5m, l; =3,2 m, [ =1,6 m, P =30kN, E. = 140 GPa.

El cable y el eje del larguero forman un dngulo « igual a:

tana = —

1

1,5
3,2

=0,4687 =

o = 25,11°
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M

Fig. 5.14: Gria de carga y equilibrio de fuerzas del Ejemplo 5.3.1

Por equilibrio de momentos en A (Figura 5.14):
I +1
Tsina =P (1;_2>
1

Por tanto, la fuerza de traccién en el cable T y el axil N 45 en el larguero son iguales a:

P i+l 30
T = _ 1,5 = +106kN
sina [ 0,425%’)6 ’ +
Nag =-T __ 1,5 = —96kN
AB cosa 0,4687

Notese que el cable estd traccionado (axil positivo) y el larguero entre A y B estd

comprimido (axil negativo).
(a) Tension en el cable

La tension en el cable es uniforme, de valor:

T 106 - 103
o= —

A = 181 106 220 MPa

La tensién en el cable es positiva, es decir, de traccion.
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(b) Alargamiento del cable

Dado que la deformacién es uniforme, y teniendo en cuenta que lpp = l1/cosa =

3,53 m, el alargamiento del cable es:

Ngp - lsp 106 - 103 - 3,53 »
Alnm — — —5.55-10
BD =g A, T 140-109-481-10-6 m

Ejemplo 5.3.2

Un cable de acero de didmetro d, drea A. y longitud [ se usa para levantar una viga
metdlica que pesa P kN (Figura 5.15). El cable tiene un médulo de elasticidad E,. y
su carga maxima es Ppayx. Calcular: (a) la tensién en el cable a levantar la carga, (b)
su alargamiento y (c) cial es el coeficiente de seguridad del cable respecto a su carga
maxima.

Datos: d = 12mm, A, = 76,7mm?, | = 10m, E, = 140 GPa, P = 20kN, P =
80 kN.

le
Cab e\\

7

Fig. 5.15: Ejemplo 5.3.2

(a) Tension en el cable

Al levantar la viga metdlica, el cable estd traccionado. Si no se tiene en cuenta el
peso propio del cable, el axil es uniforme y su valor es N = P. La tensién en el cable

(SN
P 20 - 103
o= —
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(b) Alargamiento del cable

Dado que el esfuerzo axil en el cable es uniforme, el alargamiento que sufre el cable
al levantar la viga es:

Pl 20-103-10

5 = =
E.A. 140-10°-76,6-106

=1,86-10"2m

(c) Coeficiente de seguridad respecto a la carga Ppax
Si la carga méxima que soporta la viga es Ppax, €l coeficiente de seguridad n es:

Pmax_@_él
P 20

n =

Ejemplo 5.3.3

Una placa cuadrada de hormigén armado, de lado a y espesor b, se levanta por medio
de cuatro cables unidos a la placa y a un gancho superior segiin muestra la Figura 5.16.
El 4rea de cada cable es A, = 173 mm?. Calcular la tensién de traccién en los cables
debida al peso de la losa y su alargamiento, teniendo en cuenta que el peso especifico
del hormigén es 7.

Datos: h=1,8 m,a=3 m, b=0,20m, v = 24kN/ m3, E. = 140 GPa.

/ P
) //—Cable
/ h
—Vy)—1b
Placa de N gl ~
hormigon ==X ¢
NV /7=

-

Fig. 5.16: Placa del Ejemplo 5.5.3
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Si v es el peso especifico del hormigén armado, el peso de la placa es:
P=a’h~y=3-3-0,20-24 =43, 2kN

De acuerdo a la geometria del problema (Figura 5.16), la longitud de la diagonal es d
= av/2 = 2,21 m y la longitud del cable es | = \/h2 + (d/2)2 = 2,85m. Por otra parte,
el cosa = h/(d/2) =0,6315.

Teniendo en cuenta lo anterior, el esfuerzo axil de traccién en cada cable es:

1 P 43,2

N= dcosa 4-0,6315

= 17,10kN

El axil en los cables es uniforme. Por tanto, la tensién también es uniforme y de

valor: 5
N  17,10-10
7= A, " 113100 - OBMPe

y el alargamiento correspondiente resulta:

NI 17,10 -10% - 2.85

Al = =
E.A. 140-109-173-10-6

=2,12-10"3m

Ejemplo 5.3.4

Un poste vertical de aluminio AB, de altura h y seccién transversal A, se atiranta
mediante cuatro cables de acero simétricos de longitud [. Los puntos de anclaje de los
cables en la sustentacién forman un cuadrado cuyo centro es la base del poste (Figura
5.17). Calcular el acortamiento del poste para una fuerza de traccién F' en cada cable
si el médulo de elasticidad del aluminio es E;.

Datos: h=6m, A =110 cm?, [ =7,5m, F =15 kN, E,; = 70 GPa.

Cada cable forma con el eje vertical del poste un dngulo «, tal que cosa = h/l = 0, 8.
Por tanto, la compresién que los cables transmiten al poste es:

N=-15-0,8-4=—48kN

y el acortamiento que este axil de compresién produce es:

N h 48 -10% -6
E, A 70-109-110.10-2 ~ 374107 m
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Fig. 5.17: Poste del Ejemplo 5.5.4

5.4 Axil y temperatura

Es frecuente que las piezas estén sometidas a la accién del esfuerzo axil y a variaciones de
temperatura de forma concurrente. Recordando la Seccién 2.4, la deformacién térmica

es:
er = aAT (5.11)

Y la ley de Hooke incluyendo el efecto térmico es:

o
€x = Ex +er (5.12)
donde se han considerado despreciables las tensiones o, y o.. Entonces:
or=FE(e; —e7) (5.13)
Si 0, es uniforme en la seccién, el axil es:

N = / 02dS = 0y A = BA (ey — 21) (5.14)
S

de donde:
Ex = — t+er (5.15)
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Ejemplo 5.4.1

Una viga en ménsula de longitud [ estd formada por un perfil de acero laminado de
tipo IPE240. Dicha viga se somete a una variacién uniforme de temperatura AT > 0
(Figura 5.18). Se pide: (a) Dibujar las leyes de esfuerzos de la ménsula. (b) Calcular
el alargamiento que sufre la ménsula. (c) ;Qué fuerza habria que aplicar en el extremo
libre para que la viga recuperase la longitud inicial? Calcular las nuevas leyes de
esfuerzos y las tensiones en toda la viga.

Datos: [ =2 m, AT = 10°C, a = 107° °C™!, A = 46,1 cm?, E = 200 GPa.

+ AT

Fig. 5.18: Ménsula del Ejemplo 5.4.1

(a) La estructura es isostéatica por lo que un incremento de temperatura no supone
un aumento de tensién. Por tanto, no se generan reacciones ni esfuerzos.

(b) Debido al incremento de temperatura AT la ménsula sufre una dilatacién cons-
tante en toda la viga que vale:
e =7 = aAT

En cada rebanada de longitud dx el incremento de longitud es:

du = epdx = aATdx
Por tanto, el desplazamiento en el extremo libre es:
Al:/ax dx:aAT/dw:aAT-l:0,2-1O3 m
! !

(¢) La ménsula sometida al incremento de temperatura sufre un alargamiento Al =
0,2-107% m, por lo que para recuperar su estado inicial es necesario aplicar un axil N
uniforme de compresién que provoque un acortamiento del mismo valor Al.
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NI EA
=27 = N="7"Al=-0221N

Una fuerza F' = N aplicada en el extremo de la ménsula provoca una ley de axiles

Al

uniforme e igual a N en toda la ménsula. Las correspondientes tensiones son:

N  —92,2.103

7t = AT 46,1104 OMPa — (C)
La deformacién final es:
N o
= — AT =2 AT =
Ex A +« I + « 0

lo que corresponde con un alargamiento final nulo.



6 Flexi6on Recta

6.1 Introduccién

Una pieza estd sometida a flexién pura cuando sus secciones estdn solicitadas dnica-
mente por un momento flector M (Figura 6.1a). Los esfuerzos axil N, cortante 1"y
momento torsor M; son nulos en todas las secciones de la pieza. Por su parte, una pieza
estd sometida a flexion simple cuando sus secciones estan sometidas a momento flector
variable y, en consecuencia, viene acompafnado de esfuerzo cortante (Figura 6.1b). Por
el contrario, se dice que una seccién estd sometida a flexion compuesta cuando sobre
ella actia un momento flector y un esfuerzo axil (Figura 6.2). Por ultimo, si actian
a la vez momentos flectores y momento torsor, se dice que la seccién estd sometida a
flexo-torsion.

6.2 Flexion pura recta

La flexién pura es, por tanto, el caso mas sencillo de flexién que se puede plantear. Los
resultados que se deducen de su estudio pueden aplicarse a los casos més corrientes de
flexién simple o flexién compuesta, siempre que se tengan en cuenta, de forma adecuada,
las diferencias entre unos casos y otros. Abordaremos primero el estudio de la flexién

a) JP

Fig. 6.1: Voladizo sometido (a) flexion pura y (b) flexion simple

149
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Fig. 6.2: Viga biapoyada sometida a flexion compuesta

pura, para generalizar luego los resultados obtenidos al caso de flexién simple y de la
flexién compuesta.

Dado que los diferentes esfuerzos que actian sobre una seccién no son sino las
fuerzas y momentos resultantes de las tensiones que actian sobre dicha seccién, en el
caso de flexién pura con momento flector M, constante, deben cumplirse las igualdades:

N = /deS':O ; T, :/Tmyds =0
S S
T, = /TmzdS =0 ; M = /(TmzyTxyz) ds =0 (6.1)
S S
M, = /axzdS:O ;o M, = —/amde
S S

tal y como se vio en el Capitulo 3. Estas ecuaciones integrales no bastan para determinar
la distribucién de tensiones en la seccién. Es necesario, por tanto, establecer hipétesis
simplificativas relativas a la deformacién de la seccién, de forma andloga a como se hizo
en el caso del esfuerzo axil.

6.2.1 Flexién pura en piezas de plano medio

Consideremos una viga recta, de seccién constante y con un plano de simetria lon-
gitudinal, sometida a flexién pura segin dicho plano. Llamaremos zy al plano de
solicitacién, que, en este caso, coincide con el plano medio (de simetria); por tanto, el
momento flector actuante sélo tiene componente M, (Figura 6.3a).

Al estar en flexién pura, el momento flector serd constante a lo largo de la pieza y,
por tanto, la deformacién producida por éste serd la misma en todas las rebanadas de



6.2. FLEXION PURA RECTA 151

Fig. 6.3: Flexion en piezas de plano medio: a) pura recta y b) compuesta recta

la viga. En consecuencia, la directriz de la viga se deformara en una curva de curvatura
constante, es decir, en un arco de circunferencia de centro O, contenido en el plano de
simetria de la pieza, tal como se muestra en la Figura 6.4. En estas condiciones, dada
la simetria del problema respecto al punto O se puede asegurar que

“en la deformacién de una pieza recta sometida a flexién pura, las secciones rectas
permanecen planas y normales a la deformada de la directriz”.

Esta es la hip6tesis de deformacién de Bernoulli-Navier; su validez puede ser com-
probada experimentalmente en situaciones més generales que las consideradas en este
apartado.

Segun la hipétesis de deformacion, las fibras longitudinales que forman la rebanada
se curvan transformédndose en arcos de circunferencia concéntricos con la deformada
de la directriz de la pieza, tal como se muestra en la Figura 6.5b. En este proceso de
deformacién, las fibras pueden aumentar o disminuir su longitud. En el primer caso,
estardn sometidas a deformacion y tensién longitudinal de traccién, y de compresién
en el segundo. Al ser el esfuerzo axil sobre la seccién nulo, debe cumplirse que:

N:/deS:O (6.2)
S

Por tanto, una parte de las fibras estardn sometidas a traccién, con tensiones longitu-
dinales positivas (o, > 0) y otra a compresion, con tensiones longitudinales negativas
(0 < 0). Por continuidad de la deformacién, existird una linea que dividira la seccién
en una parte traccionada y otra comprimida, y en la que la tensién longitudinal serd
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b)

/
/
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AN
\

M, M,
(« BN
(A) i
S' "
5.

Fig. 6.4: Deformada de la directriz y de las secciones rectas en flexion pura recta

/g
\

nula (o, = 0). Al ser la deformacién plana esta “linea neutra” serd una recta, y por
simetria del problema respecto del plano medio, serd una recta perpendicular a dicho
plano de simetria. A esta recta, contenida en el plano de la seccién y perpendicular al
plano de simetria, se le llama eje neutro.

En consecuencia, para casos de flexién pura en piezas rectas de plano medio, la
hipétesis de Bernoulli-Navier implica que cada seccién gira con relacién a una seccién
préxima alrededor de un eje llamado eje neutro, manteniéndose plana en la deformacion,
y de manera que el plano de la seccién pasa por el centro de curvatura de la deformada
de la directriz.

Dado que estd implicito en todo este desarrollo que se cumple la hipétesis de pe-
quenos movimientos, el giro de flexién que se produce en cada rebanada, d¢,, es pequeno
y, por tanto, se pueden identificar los arcos comprendidos por éste con sus respectivas
tangentes. Por consiguiente, puede identificarse la deformacién de la rebanada dife-
rencial representada en la Figura 6.5b con la correspondiente linearizacién, tal como se
indica en la Figura 6.5c.

Analicemos ahora, en detalle, la deformacién de una rebanada de longitud dife-
rencial dz, que se produce tal como se muestra en la Figura 6.6. En la seccién se toma
el eje y segun el plano de simetria (eje principal de inercia Figura 6.6b), y el eje z,
perpendicular al anterior, coincidente con el eje neutro nn’ (Figura 6.6a), de posicién
por ahora desconocida. De la semejanza de los tridngulos OAB y BED se deduce:

AB ED d zd

donde p, denota el radio de curvatura de las fibras situadas sobre el eje neutro, como por
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[ \
a) b) / \ ¢) \ eje neutro
A B M, A B M,
M M
Z( C D ) ’ ( C D
d d

Fig. 6.5: Deformacion de la rebanada en flexion recta

ejemplo la fibra AB, la coordenada y mide la distancia de una fibra genérica, como por
ejemplo la fibra C'D, al eje neutro y ¢, representa la deformacién longitudinal de una
de estas fibras. Se observa que los alargamientos ¢, de las fibras son proporcionales a la
distancia de éstas al eje neutro, y; lo mismo puede decirse de las tensiones, ya que segin
la ley de Hooke (y considerando que las tensiones normales a planos perpendiculares al
de la seccién son despreciables frente a las tensiones normales, esto es, oy, 0, << 0,):
o, =Fe, = _Ly (6.4)
pZ
Por tanto, la distribucién de tensiones es lineal, estando sometidos a la misma tensién
todos los puntos situados sobre rectas paralelas al eje neutro nn’, y serd nula para los
puntos situados sobre dicho eje neutro, tal como se muestra en la Figuras 6.6 y 6.7.
Integrando esta distribucién de tensiones y considerando que el esfuerzo axil sobre
la seccién es nulo se tiene:

N—/O’mdS——E/ ydS=0 = /de—O (6.5)
S Pz Js S

La integral que debe anularse es el momento estdtico de la seccién respecto al eje neutro.
Por tanto, el eje neutro debe pasar por el centro de gravedad de la seccién G y coincide
necesariamente con el segundo eje principal de inercia de la seccién (eje z). Por este
motivo y por simetria respecto al plano medio, se cumple idénticamente que:

E
My:/awzdS:—/ yzdS=0 (6.6)
s Pz Js



154 CAPITULO 6. FLEXION RECTA

¢)
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Fig. 6.6: Elongaciones de las fibras y distribucion de las tensiones

Por otro lado, el momento resultante de las tensiones respecto al eje neutro debe
ser igual al momento flector actuante:

E EI
MZ:—/azde:/deS: z (6.7)
S 2z JS Pz
siendo I, = | S y? dS el momento de inercia de la seccién respecto al eje z. Por tanto:
1 M
— == (6.8)
Pz EIZ

La expresion obtenida indica que la curvatura, x, = 1/p,, varfa proporcionalmente
al momento flector actuante M., y de forma inversamente proporcional al producto E1,,
llamado rigidez a flexion de la seccién. Se observa también en la expresién anterior
que, por definicién de curvatura x, = 1/p, = d¢,/dz (Figura 6.6), se tiene:

de M,
= p—x =t (6.9)

do,

donde d¢, es el dngulo relativo girado por dos secciones que delimitan una rebanada
diferencial. El giro relativo total entre las dos secciones extremas de la pieza se obtiene

integrando el giro relativo a lo largo de toda la pieza, es decir:

A¢p, = /ld@ = /ZXZ dr = /Ol E;W(x) dx (6.10)
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Fig. 6.7: Distribucion de tensiones en flexion pura recta

donde [ es la longitud total de la pieza. Si la viga es de seccién constante, la rotacién
total A¢, de una de las secciones extremas respecto a la otra serd igual a:

M. 1
Ap, = —= 11
Finalmente, eliminando el radio de curvatura p, de las ecuaciones (6.4) y (6.7) se
obtiene:
M
gy = ——2Y (6.12)
1,

expresién conocida como ley de Navier, que permite calcular la tensién normal en un
punto de la seccién, conocida su distancia al eje neutro, y que pone nuevamente de
manifiesto la distribucién lineal de las tensiones normales de flexién. Es obvio que las
tensiones mdaximas se dardn en los puntos de la seccién mds alejados del eje neutro y
que la tensién méxima de compresion no es igual a la tensién maxima de traccién, salvo
que las distancias de las respectivas fibras extremas al centro de gravedad sean iguales
(ver, por ejemplo, los casos mostrados en la Figura 6.7).

Asimismo, debe hacerse notar que la hipétesis de distribucién lineal de las deforma-
ciones de las fibras, y la correspondiente de distribucidn lineal de las tensiones normales,
son exactas cuando los momentos exteriores estdn aplicados precisamente en esa for-
ma sobre las secciones correspondientes. En el caso de no serlo, segin el Principio de
Saint-Venant, los resultados obtenidos son vélidos para secciones suficientemente ale-
jadas de las secciones donde se aplican los momentos. La distancia a la que se verifica
esta hipétesis es aproximadamente igual a las dimensiones transversales de la pieza.

Al mantenerse las secciones rectas normales a las fibras longitudinales, los elementos
diferenciales no sufren distorsién angular, es decir, los dngulos rectos permanecen rectos.
Por tanto, las distorsiones 7, y 7,, son nulas en todo punto (Figura 6.8) y, en virtud
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dx

G, D

i3

Fig. 6.8: Ausencia de distorsiones angulares en la deformacion por flexion pura

de la ley de Hooke, las tensiones tangenciales correspondientes también son nulas,
Tzy = Tzz = 0. Por tanto, las ecuaciones:

TyZ/TxdeEO ) TZ:/szdSEO ; Mt:/(Ta:zy_T:cyz)dSEO (6'13)
S S S

se cumplen idénticamente.

6.2.2 Flexiéon pura segiin un plano principal de inercia

Supongamos ahora que la pieza estd solicitada a flexién pura por un par de momentos
M, contenidos en el plano principal de inercia formado por los ejes = e y, pero que éste
no es un plano de simetria longitudinal de la pieza. Suponiendo que también para este
caso sea vdlida la hipétesis de Bernoulli-Navier y que se cumpla la ley de Hooke, las
tensiones estaran dadas por la ecuacién (6.4). Entonces, la relacién entre esfuerzos y

tensiones sobre la seccién exige que sea

E E
My—/ szdS——/yzdS—— yz =0 (6.14)
S Pz Js Pz

condicién que se cumple ya que los ejes (y, z) son los ejes principales de inercia de la
seccion (I, = 0). Por tanto, la teorfa de flexién desarrollada en la seccién anterior para
secciones de plano medio serd también vilida en secciones sin plano de simetria, siempre
que el momento flector actie en un plano que contenga a uno de los ejes principales de
inercia, es decir, siempre que el plano de solicitacién coincida con uno de los llamados
planos principales de flexién. Este resultado fue obtenido por primera vez por Persy y
citado por Saint-Venant en 1864.

La teoria de flexién pura estudiada hasta aqui se caracteriza por el hecho de que el
plano en el que se produce la deformacién por flexién coincide con el plano de actuacién
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Fig. 6.9: Flexion recta alrededor de un plano principal de inercia

del momento, y el eje neutro es normal a este plano. Por este motivo recibe el nombre
de flexién pura recta o flexion de Navier, en homenaje al ingeniero Louis Navier (1785-
1836) que la establecié. Dado que toda seccién tiene al menos dos planos principales
de inercia, es siempre posible solicitar una pieza a flexién recta. En la Figura 6.9 se
muestran casos de flexién recta sobre secciones de varias geometrias.

Debe senalarse, finalmente, que la hipdtesis de que las secciones rectas permanecen
planas después de la deformacién y normales a la deformada de la directriz es puramente
geométrica, es decir, que no establece ninguna condicién con respecto al comportamien-
to del material. Por tanto, la hipétesis de Bernoulli-Navier puede extenderse a los casos
en que el material no sea homogéneo, ni isétropo, ni eldstico. Sin embargo, para obte-
ner la ley de tensiones se ha supuesto que la pieza es homogénea y que el material es
isétropo y eldstico lineal. En caso contrario, la ley de tensiones no vendréd dada por la
ley de Navier.

6.2.3 Momentos maximos admisibles

Como en una seccién sometida a flexién pura la ley de tensiones es lineal, los valores
maéximos de tensién se dan necesariamente en las fibras mds alejadas del eje neutro.
Llamaremos v y v' a las distancias de las fibras superior e inferior de la seccién al eje
z, y wy w a las distancias de las fibras extremas a izquierda y derecha del eje ,
respectivamente (Figura 6.10a y b). Sea, ademads, 0,4, €l valor absoluto de la tensién
admisible del material. Supondremos primero que esta tensién es igual a traccién que
a compresion.

El mdximo momento M"®* que puede soportar la seccién solicitada a flexién pura,
seguin el eje principal de inercia z, es aquel que produce, segin la ley de Navier, una
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1y
a) y b)
My
v
B M, G G
z z
Vl
X - X
W w'

Fig. 6.10: Localizacion de las fibras extremas en flexion recta

tensién igual a g.qm, en la fibra superior o en la fibra inferior. Es, por tanto:

M;nax _ Oadm1z — min O'admIz’ Cadm !z (615)
max (v, v') v v

Andlogamente, se puede definir el maximo momento M,;"** que puede resistir la seccién

solicitada a flexién pura segtn el eje principal de inercia y, como

ymax Uadmly — min Uadmly’ Uadme (6.16)
Y max(w, w') w w’

Estas definiciones pueden generalizarse al caso en que el material tenga diferente tensién

t
adm

c

dm- En este caso, cabe distinguir

maéaxima admisible a traccién o que a compresién o
entre los momentos méximos positivos (traccién en fibras v’ y w, compresién en fibras

vy w', respectivamente), que serdn:

1y

(Méllax)+ = min <O-Ecld1I}IIIZ7 Ug(;rfljz) ; (M;lax)+ — min <Jg(;;/1[y’ Ugiﬁl

(6.17)

y los momentos maximos negativos (traccién en fibras v y w’, compresién en fibras v’
y w, respectivamente), que serén (en valor absoluto):

(MZ**)” = min <Ugdmlz, Jgd;nlz) ; (M) = min <a§(z)nfy’ Ugjvnllly>

(6.18)
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6.2.4 Mobdulos resistentes

Supongamos que la seccién estd solicitada a flexién recta por un momento M, contenido
en el plano xy, y sea 0,4y, la tensién admisible del material, igual a traccién que a
compresién. Debe cumplirse que:

Mz ’y‘max Mz Iz Iz

Gadm Z — P =g con We = = o) (6.19)

A la relaciéon W, se le denomina mdédulo resistente de la seccién respecto al eje z y sus
dimensiones son [L3].

Al dimensionar una viga solicitada por un momento M,, elegiremos una seccién de
médulo resistente tal que cumpla:

M.

Oadm

W, >

(6.20)

Obviamente, se puede definir el médulo resistente para cada eje principal de flexidn,
como caracteristicas geométricas de la seccion.

6.2.5 Rendimiento geométrico

Puesto que, segin la ley de Navier, las tensiones méximas se producen en los puntos
mds alejados del eje neutro y éstas no deben sobrepasar el valor de la tensién admisible
Oadm, resulta que en los otros puntos de la seccién se tienen tensiones de valor inferior
a la admisible, es decir, que el material no esta totalmente aprovechado.

1Y
A2 | —+
h/2
M, G
el ] e
Z
h/2
A2 ] ——+

Fig. 6.11: Localizacion de las fibras extremas en flexidn recta
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La forma ideal de una seccién que trabaje a flexién pura serd, por tanto, aquella que
tenga el material dispuesto a la mayor distancia posible del eje neutro (Figura 6.11).
La seccién 6ptima, para un drea A y un canto h dados, serd aquella que presente un
mayor médulo de resistencia respecto al eje de flexion. El valor maximo del médulo
resistente corresponde a una seccién ideal simétrica con todo el material concentrado
en las fibras extremas, a distancia h/2 del centro de gravedad. En este caso, el valor
del médulo resistente serd (suponiendo, por ejemplo, flexién alrededor del eje z):

Wopt — IZ
? |y|max
24 (h)2 Ah
_ 212 -
= ; 5 (6.21)

donde h es el canto de la pieza, o sea la distancia entre las fibras extremas. Para una
seccion real de forma arbitraria, de drea A y canto h, se podra escribir:

Ah
We =n, WP =, = con  0<n, <1 (6.22)

z

donde 7, es un coeficiente adimensional que se llama rendimiento geométrico de la
seccién respecto al eje z.

Obviamente, se pueden definir los rendimientos geométricos para cada eje principal
de flexién, como caracteristicas geométricas de la seccién.

El rendimiento geométrico es siempre menor que la unidad, y el material de la pieza
estd mejor aprovechado cuanto mayor sea el valor de n para el eje de flexion.

El valor del rendimiento geométrico de algunas de las secciones mas usuales (Figura
6.12) es el siguiente:

L 2 ~

Fig. 6.12: Secciones mds usuales en Resistencia de Materiales
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n =~ ; para perfiles estandar de acero laminado en doble T,

n o~ g para perfiles estandar de acero laminado en U y carriles de ferrocarril,
n ~ % para anillos circulares delgados,

n = % para secciones rectangulares macizas,

n = % para secciones circulares,

n = é para secciones romboidales.

Ejemplo 6.2.1

Una viga recta, de seccién normal en T, trabaja a flexién pura de tal forma que en
la fibra superior se produce una tensiéon de compresién ot . = 100 MPa, y en la fibra

= 50 MPa (Figura 6.13). Determinar: (a) la
situacion del eje neutro, (b) la anchura b de la viga, (c) el momento flector que solicita

inferior una tensién de traccién de of .

a la viga y (d) el mdximo momento admisible si la tensién admisible del material es
Oadm = 250 MPa.

Ay .
o A Gmax Al
e=1lcm
h1
h=30cm
i G G
z e
| e
— — —B“ B
Gmax
; > ;

Fig. 6.13: Seccion del Ejemplo 6.2.1
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(a) Como la variacién de tensiones a lo largo de la altura de la viga es lineal, la
posicién del eje neutro se obtiene directamente a partir de las tensiones extremas. De
la semejanza de tridngulos GAA’ y GBB', puede escribirse:

h1 0% 100
_— = i = — = 2
h2 O max 50
luego, se tiene el sistema de ecuaciones
h1+h2: 30 h1:200m
h1 =
= =9 ho = 10cm
ho

(b) El eje neutro debe pasar por el centro de gravedad de la seccién, por tanto,
el momento estédtico de ésta respecto al eje z debe ser nulo. Calculemos primero los
momentos estdticos del alma y del ala por separado:

1
alma: m,,., = elh+ (ha—e)] [2 (h1+ (h2a —¢€)) — (ha —€)
e
ala:m, = —eb(hy— g)

y, sumando ambos momentos estdticos:

e e
Mglma T Mala = 0 = ) [h% — (h2 — 6)2] —eb (hg — 5) =0
de donde: 12 , )
h— L@ = 16,79 cm
2(h2 — 5)

(c¢) El momento flector exterior es igual al momento resultante de las tensiones
normales respecto al eje neutro. Llamaremos Mn., v M. a los momentos de las
tensiones que actian sobre el alma y el ala, respectivamente:

1 2 1 hoy — e 2
1 M = |=0¢ = - 1 _ z _
alma lma {2amax (hle)] 3h1+ {2 <Umax 7 > (ho e)e} 3(h2 e)
1 2 1 ho — e 2
ala My, = [20;&( (hgb)} g2 [2 (ofm 2h2 ) (hy — e)b] S(h2—e)

Sustituyendo valores, se obtiene My, = 14,548 kN-m y M,1, = 7,584 kN-m. Sumando
ambos valores, se obtiene el momento flector que actiia sobre la seccién:

M, = Mima + M, = 22,132kN - m
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Alternativamente, se puede obtener M, de aplicar la ley de Navier a cualquiera de
los puntos de la seccién en los que se conoce la tensién. Para ello, es preciso calcular
primero el momento de inercia de la seccién respecto del eje z

L - 1—12[h1+(h2—e)]36+
2
ot (e = )] €[5 (hn + (e =) — (s — )| +

L, 3 €\2
-f—ﬁbe + be (ha 5)

= 4426,37 cm?*

Aplicando ahora la ley de Navier, por ejemplo, a las fibras superiores, donde se da la
maxima compresion:

08 = — — M, =22,132kN-m

(d) El méximo momento admisible sera el que hace que se alcance o,qy, en la fibra
superior, ya que hy = max (v, v')

. Oadm 1> Oadm I- Oadm 1-
MM = & = = 55,329kN -
! min < o hy > h , m

Ejemplo 6.2.2

Calcular el méximo momento flector que puede soportar una viga de seccién rectangular
de ancho b y altura h segin sus dos ejes principales de inercia (Figura 6.14), si la tensién
admisible del material es o4qm, -

(a) El momento méximo admisible M*** actuando en el plano zy es el que produce
una tension igual a 0,4, en las fibras extremas (y = + h/2). O sea:

max h max h
M, 5 M, 5
 Llpp3

L. Lbh

Oadm =

Por tanto: -
=bh 1
Mzrnax = HTUadm = <6bh2> Oadm = W, Oadm
2
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a) y b) 2
Oad

o adm B Gy

M, G G|/ My G G

z s y /

1 G l l Gadm

adm ¢ *
h
b

Fig. 6.14: Ejemplo 6.2.2: seccion rectangular trabajando a flexion recta segin los dos
planos principales de inercia

Obsérvese que W, = (1/6) bh? = (1/3)(Ah/2) y, por tanto, n, = 1/3.

(b) El méximo momento admisible M;*** actuando en el plano zz se obtiene
andlogamente sélo con intercambiar adecuadamente las dimensiones by h. Asi:
Lhb? 1
M;'nax = 12To-adm = <6hb2> Oadm = Wy Oadm

2

Obsérvese que W, = (1/6) hb* = (1/3)(Ab/2) y que n, = 1/3. Por tanto, la relacién

entre los dos momentos maximos es:

Ménax . (ébh2) Oadm W,

M?Snax - (lth) O adm Wy g

Ejemplo 6.2.3

Hallar los médulos resistentes Wy, W, y los rendimientos geométricos 7,7, del perfil

de la Figura 6.15, con cotas en cm.

El drea del perfil es igual a:

A=8-1+9-1+12-2=41cm?>
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. 8 .
| l iy |
y'A
I | 1
1
9
B G
z
2
12

S |

Fig. 6.15: Seccion del Ejemplo 6.2.3

La posicién del centro de gravedad queda determinada por:

Ve A Al
2z = 6,0 cm

8 11,5+9-6,5+24-1)

(en el eje de simetria)

4,25 cm

Los momentos de inercia de la seccién con respecto a los ejes (y, z) son:

1 1 1

I, = —1-84+-—-9.134+ —

v 12 T T
= 331,42 cm*

1 1 1

I, = —8-134+—-1-9+ —

- 12 T AT

2.123

1223

+1-8-(7,25)2 +1-9-(2,25)% +2-12-(3,25)*

= 788,98 cm*

Luego, los médulos resistentes y los rendimientos geométricos

(y, z) son iguales a:
I, 331,42

— — — 24 em®
Wy F. 5 55,24 cm
I 788,98
W, = = '~~~ = 101,80 cm?
Wlmax 7,75 o

)

)

respecto a los ejes

55, 24
g = 022
101, 80

g = 04u
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Ejemplo 6.2.4

Determinar los médulos resistentes de dos piezas rectangulares de seccién bx h colocadas
de forma superpuesta (canto total de 2h), segin trabajen de forma (a) solidaria o (b)

independiente.
a) y b) %
h
M M G
— G— 2h — —
VA V4
h

Fig. 6.16: Secciones del Ejemplo 6.2.4

(a) Para las dos vigas trabajando de forma solidaria el momento méximo es aquel
que produce tensiones iguales a la tension admisible 0,4, en las fibras extremas de la
viga compuesta (Figura 6.17a), es decir:

1 2 2
Mclbnax =2 §O-a(1lnhb : gh = g bh2 Oadm
o sea, que el médulo resistente es:
Mmax 2
W, = —%— = Zbh?
Oadm 3

(b) Para las dos vigas superpuestas trabajando de forma independiente el momento
ma&ximo es el doble de aquel que produce tensiones iguales a 0,4, en las fibras extremas
de cada una de las vigas (Figura 6.17b), es decir:

1 h, 2h 1
lenax =212 ia—adm§b . §§ = §bh2 0 adm
o sea , que el médulo resistente es:
Mmex ]
W, = —>— = ~bh?

Oadm 3
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B

adm
cyadm cyadm

Fig. 6.17: Distribucion de tensiones en Ejemplo 6.2./

que es el doble del médulo resistente de las vigas individuales, pero la mitad del médulo
resistente de la viga compuesta.

La forma distinta de deformarse a flexién pura de las dos vigas segin trabajan de
forma solidaria o superpuesta puede observarse en la Figura 6.18.

7

Fig. 6.18: Deformadas en Ejemplo 6.2./

6.3 Flexién simple recta

El tipo de flexién méds frecuente en vigas rectas con fuerzas normales a su eje es el de
flexion recta simple, en la que la ley de momentos flectores es variable. Tal como puede
observarse en la Figura 6.19, la variacién del momento flector exige, por equilibrio de
la rebanada diferencial, que sobre las secciones de la pieza actie un esfuerzo cortante:
dM,

T,=- . (6.23)
Por tanto, las igualdades de equilibrio interno que deben cumplirse son andlogas a las
Ecs. (6.1) de flexién pura, salvo que en flexién simple el cortante T} no es nulo.
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Fig. 6.19: Equilibrio de momentos y cortantes en flexion recta simple

El esfuerzo cortante da lugar a la aparicién de distorsiones angulares y tensiones
tangenciales en la seccién, como se verd en el Capitulo correspondiente. Como con-
secuencia de la existencia de estas distorsiones angulares, ademds de producirse las
elongaciones de las fibras longitudinales propias de la flexién, se produce cierta defor-
macién de las secciones planas. Este fenémeno, que puede observarse en la Figura 6.20,
se conoce con el nombre de alabeo de las secciones rectas. Dado que los resultados
obtenidos para la flexién pura se basan en la hipétesis de que las secciones permanecen
planas, es decir, sin alabeo, cabe hacerse la pregunta de si estos resultados pueden
aplicarse en el caso de que éste se produzca.

En el caso de la flexién simple, se admite la hipdtesis generalizada de Bernoulli-
Navier, que expresa que

“dos secciones rectas infinitamente préximas experimentan alabeo en la deforma-
cién, pero cualquiera de ellas puede superponerse a la otra mediante una traslacion y
un giro.”

Esta hipdtesis generalizada admite el alabeo de las secciones rectas, pero desprecia el
alabeo relativo entre dos secciones proximas. Estos es sélo una aproximacion, admisible
porque, en general, las deformaciones longitudinales producidas por el esfuerzo cortante
son mucho menores que las producidas por el momento flector. La aproximacién es
tanto mejor cuanto menor sea la relacién canto/luz de la pieza, es decir, cuanto mas
esbelta sea ésta.
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a) sin deformar
S S,

b)

sin alabeo con alabeo

Si S

Fig. 6.20: Elongacion de las fibras en flexion simple: (a) sin deformar, (b) sin alabeo
y (c¢) con alabeo

Para piezas esbeltas el efecto del alabeo es despreciable, mientras que para vigas de
espesor moderado o grande éste puede tener cierta importancia.

Si se admite la hipotesis generalizada, entonces, segin se muestra en la Figura 6.20,
puede considerarse que la elongacién de una fibra tal como la AB, que se deforma
realmente en A”B” (con alabeo), es idéntica a la elongacién que se producirfa si la
deformacién fuese como A’B’ (sin alabeo). Dado que todas las expresiones obtenidas
para la flexién pura se basan en la magnitud de las elongaciones longitudinales de las
fibras, es obvio que si se admite la hipétesis generalizada de deformacién de Bernoulli-
Navier, la totalidad de las expresiones halladas para el caso de la flexién pura recta
pueden extenderse al caso mds general de la flexién simple. Asi por ejemplo, es vélida
la expresién obtenida para la ley de tensiones (distribucion lineal):

(6.24)

Cabe senalar, sin embargo, que en flexién simple la deformada de la directriz no es
un arco de circunferencia, ya que la curvatura variard de seccién a seccién, al variar el
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Fig. 6.21: Flexion simple con plano de carga constante

momento flector actuante (Figura 6.21). En flexién simple recta, la deformada de la
linea media es necesariamente una curva plana, pero no de curvatura constante.

Ejemplo 6.3.1

Para la viga recta en voladizo de la Figura 6.22 sometida a las cargas que se indican, se
pide: (a) determinar el valor y la localizacién de los momentos flectores méximos; (b)
calcular y dibujar la distribucién de tensiones normales y (c¢) calcular el valor maximo
que puede alcanzar la carga P, suponiendo que el valor de la tensién admisible es 0 qm,
tanto para traccién como para compresion.

Datos: | = 6m, P = 100kN, a = 40cm, b = 30cm, h = 50cm, e = 1,5¢cm, 0aqm =
260 MPa.

El drea de la seccién transversal es igual a:
A = (40 + 50 4 30)1,5 = 180 cm?
La seccién es simétrica respecto al eje y. Por tanto, el centro de gravedad est4 situado
sobre ¢l y a una distancia del borde inferior igual a (Figura 6.22):

. S Aws 40-1,5-50450-1,5-25
= = =92
e A 180 7em
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A
a) b) T | I
Te R
y
P
§| =X Z G h
l l e |y,
/ B G
C
+ —

Fig. 6.22: Viga y seccion normal del Ejemplo 6.5.1

El momento principal de inercia I, es:

1
I, = 40~1,5-232+30-1,5~272+ﬁl,5-503+ 50-1,5-22

= 80200 cm?

(a) Leyes de esfuerzos

Las leyes de esfuerzos debidas a la carga P se muestran en la Figura 6.23. Puede
verse que la viga estd sometida a un estado de flexién simple (momento flector mas
cortante). El méximo momento se produce en la seccién del empotramiento y su valor

- MM = M (z=0)= —P-l=-100-6 = —600kN-m
: ?\??‘\kN'm 100 kN
i e 15
A\ A\

Fig. 6.23: Leyes de esfuerzos del Ejemplo 6.3.1
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(b) Distribucién de tensiones y tensiones médximas

Al tratarse de flexién simple recta, el eje neutro coincide con el eje principal z y
la tensién méaxima se produce en los puntos méas alejados del mismo, es decir, en los
puntos correspondientes a la interseccién de las fibras superiores e inferiores con la
seccién (Figura 6.24):

M,
or = — I, yr =
(—600 - 10%)
J— _MZ J—
oc = I Yo =
(—600 . 103)
= ——2(-0,27) = —202 MP
02104 027 02 MPa (C)

En el borde inferior de la seccién se produce la méxima tensién en valor absoluto y es de
compresion. Se comprueba que ambas tensiones son menores que la tensién admisible
del material, 0,9, = 260 MPa.

(¢) Médximo valor de la carga P
En los puntos inferiores de la seccién se produce la méxima tensién en valor absoluto.

El valor méaximo que puede alcanzar la carga P se determina a partir de la expresién:

z

I

Oinf = — Yinf < Tadm = 260 MPa

1y

|

C oc

Fig. 6.24: Distribucion de tensiones normales en la seccion
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teniendo en cuenta que M, = —P - 6 se obtiene:

(—P-6-10%)
—W (—0, 27) =260 MPa = Prax = 129kN

Ejemplo 6.3.2

La viga metdlica de la Figura 6.25, de seccién rectangular hueca, se suspende de dos
puntos para su transporte a obra. Si el peso especifico del material es v = 78 kN/m3,
la separacién entre los puntos de suspensién es [ y la distancia de dichos puntos a los
extremos de la viga es s, determinar la tensién méaxima de flexién debida al peso propio.
Datos: [ =6m, s =4m, a =20cm, b =40cm, e = 1,5cm.

/ D |
I
a

Fig. 6.25: Viga y seccion transversal del Ejemplo 6.3.2

(a) Caracteristicas geométricas de la seccion

El 4rea de la seccién es: A = (20 - 40) — (17 - 37) = 171 cm?
La seccién es doblemente simétrica. Por tanto, los ejes v, z son los ejes principales
de la seccién. El momento principal de inercia I, es:

_20-40°  17-37°
12 12

I, = 34908 cm*
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(b) Leyes de esfuerzos

El peso propio de la viga por unidad de longitud es:
p=v-A=78-171-10"*=1,33kN/m

La carga de peso propio uniformemente repartida da lugar a la ley de momentos flectores
que se muestra en la Figura 6.26. En las secciones correspondientes a los puntos de
sujecién A y A’, el momento flector es:

1,33 - 42
2

y en la seccién central de la viga (B) el momento flector es:

Mp g =— —= —10,64kN-m

L R2
Mg = —10,64 + % — —4,66kN-m

10,64 10,64
4,66 M. TkN-
) 0 )

3,99 {00} S32400 o
m Y
Nﬁ“gz (3} 399

Fig. 6.26: Leyes de esfuerzos del Ejemplo 6.5.2

(¢) Distribucién de tensiones normales y tensiones maximas

El méximo momento se da en las secciones A, y la distribucién de tensiones en
dichas secciones puede verse en la Figura 6.27. El valor méximo de la tensién se da en
los puntos superiores e inferiores de la seccién y su valor es:

M., (—10,64-10%) _oy
o7 = YT = “gages g0t (200107 = +6,1MPa
M., (-10,64-10°%) oy
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C O,

Fig. 6.27: Distribucion de tensiones normales debidas al transporte de la viga

6.4 Flexién compuesta recta

Una seccién estd sometida a flexion compuesta recta cuando el sistema de esfuerzos
que la solicita se reduce a un esfuerzo axil N y un momento flector M contenido en un
plano principal de inercia de la seccién (Figura 6.3b).

Consideraremos en lo que sigue el caso de una viga de directriz rectilinea sometida
a flexién compuesta recta. Sobre una de sus secciones actia un esfuerzo axil de valor N
y un momento flector que, a efectos de desarrollo, supondremos contenido en el plano
principal de inercia que contiene a los ejes x e y; el vector momento tiene, por tanto,
tnicamente componente M. El cortante 7, puede ser o no nulo, segin el flector M,
sea constante o variable a lo largo de la pieza.

Tanto el esfuerzo axil como el momento flector producen tensiones normales sobre
las secciones de la pieza, y el estudio de su distribucién se sigue directamente de aplicar
el principio de superposiciéon a los resultados obtenidos en los apartados correspon-
dientes al estudio del esfuerzo axil y del momento flector, respectivamente.

Abordamos el estudio utilizando el principio de superposicién. Tal como se mues-
tra en la Figura 6.28, la deformacion debida al axil se produce segin la hipdtesis
de Bernoulli (las secciones rectas se trasladan manteniéndose planas y paralelas a si
mismas), mientras que la deformacién por flexién se produce segin la hipétesis de
Bernoulli-Navier (las secciones rectas giran alrededor del eje neutro manteniéndose
planas y perpendiculares a la deformada de la directriz).

Por superposicién, una seccién de la rebanada experimenta una traslacién du,
paralela al eje x (debida al axil), y un giro d¢,, alrededor del eje z (debido al flec-
tor), relativos a otra seccién recta infinitamente préxima.
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do,
0N
G

:\/

|

V4

M
A
/

/TN
Q
Q >

N

|
|
|
|

I

dx dx du

Fig. 6.28: Deformacion de una rebanada sometida a flexidn compuesta recta

Como puede observarse en la Figura 6.28, la composicién de ambos movimientos,
traslacién mds giro, equivale a un tnico giro alrededor de un eje paralelo al z cuya
posicién (punto O) se determinard més adelante.

La tensién normal que actida sobre un punto genérico de la seccién serd también
la suma de la tensién debida al axil y la debida al flector. Segin la hipétesis de
deformacién supuesta y admitiendo, ademds, que se cumple la ley de Hooke, se tiene
que la tensién para un punto @) situado a una distancia y del eje z es:

_N M,y
A I,

(6.25)

Oy

Por tanto, tal como se muestra en la Figura 6.29, la distribucién de tensiones es
lineal en la coordenada y, y las tensiones mdximas se dan en las fibras de la seccién
mds alejadas del eje z, y valen:

N M,v
oy = — —

A
R

donde v y v’ son las distancias (en valor absoluto) del eje z a las dos fibras extremas,
respectivamente. Obsérvese que segiin la magnitud relativa de los términos de la tensién
correspondientes al axil y a la flexién, las tensiones en las fibras extremas pueden tener,
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b)

' > B M, x X,
/N /N

=

Gy (O]

Q
<

Fig. 6.29: Distribucion de tensiones normales en flexidn compuesta recta

0 no, el mismo sentido que el axil. Asi, en la Figura 6.29a todas las tensiones tienen
el mismo signo que el esfuerzo axil, mientras que en la Figura 6.29b el flector tiene
la magnitud suficiente como para hacer aparecer tensiones de signo contrario al del
esfuerzo axil.

El axil N, aplicado en el baricentro de la seccién G, més el momento M, son un
sistema, de esfuerzos estaticamente equivalente a una fuerza excéntrica tnica de valor
N aplicada en el punto P situado a una distancia e, del baricentro, medida sobre el eje
y, de tal manera que M, = —N e, (una fuerza normal positiva con una excentricidad
positiva equivale a un momento M, negativo). Tal situacién se muestra en la Figura
6.30.

Al punto P se le llama centro de presiones. La distancia e, entre el centro de
presiones y el centro de gravedad es la excentricidad.

Por tanto, la tensién en un punto genérico Q) de la seccién situado a una distancia
y del eje principal z se puede expresar en la forma:

N M,y
0o = - I (6.27a)

N Neyy

= = 27b
2 + L. (6.27b)
N eyy

= —(14+2%= 2
1 ( + 2 > (6.27¢)

donde r, = /I,/A es el radio de giro de la seccién respecto del eje z.
Por definicién, el eje neutro es el lugar geométrico de los puntos sometidos a tensién
normal nula, luego su expresién es igual a:

1+ 22 =0 = y=—--+= (6.28)
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a) PlanO de solicitacién b) Plano de Solicitaci()n

Il
A
/:X//\\Z\ )

|

Fig. 6.30: Flexion compuesta recta como fuerza normal excéntrica

Se observa que el eje neutro nn’ es una recta paralela al eje z (perpendicular a la
traza del plano de solicitacién), y su posicién no depende del valor de la fuerza N, sino
de la excentricidad e,. Nétese que el punto de aplicacién de la fuerza normal y el eje
neutro estdn necesariamente en lados opuestos respecto al eje z. Nétese, asimismo,
que cuanto menor es la excentricidad, mayor es la ordenada del eje neutro, esto es,
cuanto mayor es, en términos relativos, el efecto del axil, més lejos estd el eje neutro
del eje z (es, por ejemplo, el caso de la Figura 6.29a); por el contrario, cuanto mayor
es la excentricidad, menor es la ordenada del eje neutro, esto es, cuanto mayor es, en
términos relativos, el efecto del flector, mds cerca estd el eje neutro del eje z (es, por
ejemplo, el caso de la Figura 6.29b).

Definiendo & como la distancia de un punto genérico @ al eje neutro (Figura 6.31),
de forma que sea positiva si el punto ) y el baricentro G estdan del mismo lado del eje
neutro, y negativa en caso contrario, la ecuacién (6.27c) puede escribirse simplemente
como:

_N¢
T Ad

Asi, observando la Figura 6.31, y llamando o, = N/A a la tensién en el baricentro,

(6.29)

Oz

se tiene, por semejanza de tridngulos, que:
— =2 = = 2 =—2= 6.30
Ov = Ox d Ad ( )

La ecuacion (6.29) es una expresion alternativa a las obtenidas anteriormente (Ecs.
(6.27a) y (6.27c)) y permite el célculo directo de las tensiones en flexién compuesta
conocida la posicién del eje neutro.
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Fig. 6.31: Distribucion de tensiones en flexion compuesta recta

La tensién maxima se da en las fibras mds alejadas del eje neutro y su valor es:

max_ggmax
9o T Y T4

(6.31)

Ejemplo 6.4.1

La viga biapoyada de la Figura 6.32 es de seccién rectangular b x h ( A = bh, I, =
(1/12) bh3 ) y estd sometida a un par de fuerzas F, de compresién, contenidas en el
plano zy, vertical y de simetria de la pieza, y aplicadas en las secciones de apoyo, por
encima de la directriz de la viga con una excentridad e, = e. Obtener la distribucién de
tensiones en las secciones de la viga, sus valores maximos y minimos y el valor maximo
de la excentricidad para que la viga esté totalmente sometida a compresion.

Dada la solicitacién de la viga, las leyes de esfuerzos son uniformes y, tal como se
muestra en la Figura 6.33, se tiene:

N=-F : M,=Fe

Por tanto, la viga estd sometida a flexién compuesta recta. La distribucién de
tensiones es lineal y sélo depende de la altura de las fibras respecto del eje z. Asi, los
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= 0 2

|| | T
M_,=Fe

Fig. 6.33: Leyes de esfuerzos del Ejemplo 6.4.1

valores méximo y minimo de las tensiones se dan en las fibras extremas (y = + h/2)

y valen:

_ _F Fey  F () Ge
T T T [ h
_ _F Fey  F () Ge
TT T [ h

Nétese que, para F' de compresién y excentricidad positiva, la tensién en la fibra
superior, ¢,, es necesariamente de compresién. Por otro lado, la tensién en la fibra
inferior, o,/, serd también de ompresién si e < h/6, y de traccién en caso contrario.
Las respectivas distribuciones de tensiones se muestran en las Figuras 6.34a y b.
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a) y b) y
CYV CYV
|

g € —e>h e —e<h

y 7% P Yy %
A 2 NS S I (MR |
G S O G —
n n' % ]
Oy O\,

n n'

Fig. 6.34: Distribucion de tensiones segin el valor de e,

El eje neutro es una recta paralela al eje z, de ecuacién:

Lo bR 1R
y= ey_ Aey_ bhe 12 e

Para e <h/6 se tiene que —y > h/2, esto es, el eje neutro no corta a la seccién.
Para e> h/6 se tiene que —y < h/2, y el eje neutro corta a la seccién.

Ejemplo 6.4.2

La viga biapoyada de la Figura 6.35 es de seccién rectangular b x h (A = bh,
I, = (1/12) bh?®) y estd sometida a una carga vertical descendente, uniformemente
distribuida de valor p, y a un par de fuerzas F, de compresién, aplicadas en los centros
de gravedad de las secciones de apoyo. Obtener: (a) la curva de presiones de la pieza,
(b) el valor minimo de las fuerzas F' para que no haya tracciones en la pieza y (c) la
distribucién de tensiones en las secciones z = 0, [/4 y /2, para este valor de F.

(a) Curva de presiones de la pieza

Dada la solicitaciéon de la viga, las leyes de esfuerzos, tal como se muestra en la
Figura 6.35, son:

N(@)=-F | Mz(x)zgx(l—x)

Por tanto, la viga estd sometida a flexién compuesta recta. La curva de presiones

es una curva en el plano zy, cuya expresién viene determinada por la posicién de los
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YA

Fig. 6.35: Viga y leyes de esfuerzos del Ejemplo 6.4.2

centros de presiones de cada seccién. Asi,

M (x) p
%) =" N T oF

x(l—2a)
que es una parabola con valor méximo e, (z = 1/2) = pl?/8F.

(b) Valor minimo de las fuerzas F

La seccién més critica, a efectos de que aparezcan tracciones, es la seccién central,
que soporta el momento flector méximo, o sea, a la que corresponde una mayor excen-
tricidad. Segtn el ejercicio anterior, no aparecerdn tracciones en la fibra inferior de la
seccién central si la excentricidad en esta seccién es menor que h/6, o sea:

h
=1/2) = pl?/8F < — F>-—
ey(r =1/2) = pl*/8F < 6 == >4 N
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(c) Distribucién de tensiones

La distribucién de tensiones en las secciones x = 0, [/4 y [/2, para el valor F' =
3pl? /4h se muestra en la Figura 6.36. En la seccién z = 0 el momento flector es nulo,
ey = 0y, por tanto, la distribucién de tensiones es uniforme y de valor

F 3 pl?

O'v(.%' = O) = O'U/(:L' = 0) = —% = _Zm

En la seccién z = [/4 se tiene M, = (3/32)pl®> y e, = (3/32)(pl?/F) = h/8. Las
tensiones extremas valdrdn

F 6e 7TF 21 pl?
w@=1/4) = —— (1426 = L2 _ =P
ov(z =1/4) bh<+h Abh ~ 160bh2

F 6e 1F 3 pl?
=) = —— (122 =2 2P
ovle=1/4) bh< h> Abh 16 bh2

Al ser e < h/6, las tensiones son todas de compresién. En la seccién x = 1/2 se tiene
M, =pl?/8 y e, = pl>/8F = h/6. Las tensiones extremas valdrén
F 66) _LF 3 pl?

r=1/2)=—— (1 SR N
ooz =1/2) == {1+ bh . 2bh?

oule=1/2) =~ <1_6]j) _

y se comprueba que no hay tracciones en punto alguno de la pieza.

Oy Gy Oy

|

NP
[

>

‘le va va
x=0 x=1[/4 x=1[/2

Fig. 6.36: Distribucion de tensiones en las secciones x =0, 1/4 y 1/2
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Ejemplo 6.4.3

Un pilar de seccién rectangular b x h (30 x 40 cm?) y longitud [ = 3 m soporta una
fuerza de compresién F' = 100 kN ligeramente inclinada, segiin muestra la Figura 6.37.
Calcular: (a) las leyes de esfuerzos en la pieza; (b) posicién del eje neutro en cada
seccioén; (c) tensiones normales maximas en cada seccién.

]F
!
y
| X
- [
y
/ y | T—G h
|
|
| b
72

Fig. 6.37: Pilar del Ejemplo 6.4.3 y seccion transversal

Las caracterfsticas geométricas de la seccién son:
1
A =30-40 = 1.200 cm? : I = 1530 40% = 160.000 cm*

y, por tanto, 72 = I,/A = 133,33 cm?. Ademis, se conoce el 4ngulo de inclinacién de
la fuerza, v = arctan(h/2l) = arctan 1/15 ~ 1/15, que puede considerarse pequeno.

(a) Leyes de esfuerzos en la pieza

Las secciones estdn sometidas a flexién compuesta recta, con el centro de presiones
situado sobre el eje y de cada seccién. La excentricidad de la fuerza en funcién de la
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distancia = de la seccién considerada al extremo superior del pilar es:

x
ey(z) = ztany = 27

Por tanto, las leyes de esfuerzos son:

N(z) = —Fcosvy ~ —F
T,(x) = +Fsiny o~ —I-FQ%
hx
M.(x) = +Fcosvyey(xz) ~ +F 37

Los esfuerzos axil y cortante son constantes a lo largo de la pieza, mientras que el
flector crece linealmente con .

(b) Posicién del eje neutro en cada seccién

El eje neutro de cada seccién es paralelo al eje z de cada seccién, y corta al eje y
en la ordenada:

2
z

a(@) = _ey (z)

Por tanto, el eje neutro se acerca al centro de gravedad a medida que crece la relacién

r

— 6,661 cm
X

x/l, tal como se muestra en la Figura 6.38.

y y

max max

0>
w
&
o>
]
os]
e

B P ey

AN
@
AN
©
(@)
RN

& _max
C o

wfe

& _max
C o

oo

Fig. 6.38: Resultados del Ejemplo 6.4.3
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(c) Tensiones médximas en cada seccion

Las tensiones en un punto cualquiera de la pieza son:

_N(eyY _ N[y
““A(”r%)‘A(l a(x>>

Conocida la posicién del eje neutro es facil ver que las distribuciones de tensiones
serdn como las dibujadas en la Figura 6.38 para las secciones z/l = 0,5y 2/l = 1. Las
méximas compresiones se producen en las fibras superiores (como la A o la B), y valen:

N 20 x N T
max =1 _ = — (1 —
o (@) A< +6,666l> 4 (1+37)

y, entonces, o0 (x/l =0,5) = —2,083 MPa y ¢ (z/l =1) = —3,333 MPa. Las
méximas tracciones se producen en las fibras inferiores (como la C o la D), y valen:

max(py _ NV (20 2\ _ N o
7 (x)_A<1 6,6661>_A(1 31)

y, entonces, of"** (z/l = 0,5) = 0,4167 MPa y ;" (z/l = 1) = 1,667 MPa.



7 Flexion Esviada

7.1 Introduccion

Una pieza estd sometida a flexion recta cuando sus secciones estdn solicitadas por un
momento flector M contenido en un plano principal de flexién. Este es el caso de
las vigas rectas de plano medio, que son vigas de seccién con un plano de simetria
longitudinal flectando en dicho plano. En el caso mds general de seccién arbitraria
solicitada por un momento flector actuando en un plano cualquiera, se tiene flexion
esviada. Si el momento actuante es constante en todas las secciones de la pieza se tiene
flexion pura esviada y en el caso de que el momento sea variable se tiene flexién simple
esviada, y estd acompanado de esfuerzo cortante.

Cuando la actuacién del momento flector viene acompanada de un esfuerzo axil, de
traccién o compresion, se tiene flexién compuesta esviada. En este Capitulo abordare-
mos el estudio de la flexién pura esviada, para generalizar luego los resultados obtenidos
al caso de flexién simple esviada y al de flexién compuesta esviada.

7.2 Flexién pura esviada

Se dice que una pieza estd solicitada a flexién pura esviada cuando sobre sus secciones
actia un momento flector uniforme a lo largo de la misma, contenido en un plano
distinto de los planos principales de flexién de la pieza, es decir, tal que el vector
momento no coincide con ninguno de los ejes principales de inercia de las secciones,

como se muestra en la Figura 7.1.

Dado que los diferentes esfuerzos que actian sobre una seccién no son sino las
fuerzas y momentos resultantes de las tensiones que actian sobre dicha seccién, en el
caso de flexién pura esviada con momento flector M constante de componentes M, y

187
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Fig. 7.1: Flexion esviada referida a ejes principales de la seccion

M,, deben cumplirse las igualdades:

N = /UIdS:O ; Ty:/Tgcde =0
S S
T, = /TmzdS =0 ; M = /(Tmzy—myz) dS = 0 (7.1)
S S
M, = /szdS o M, = —/nydS
S S

7.2.1 Tensiones en flexién pura esviada

Supongamos una pieza recta sometida a flexién pura esviada por la accién de un par de
momentos de médulo M aplicados en sus extremos y contenidos en un plano llamado
plano de carga o plano de solicitacién, de traza mm’ sobre el plano de la seccién (ver
Figura 7.1a). Descomponiendo el vector momento flector M (perpendicular al plano
de carga) en sus dos componentes segin los ejes principales de inercia de la seccién,
se tienen las componentes del vector momento segin dichos ejes: M, = M cos a y
M, = M sin «, donde M es el médulo del momento y « es el dngulo formado por el
vector momento con el eje z (ver Figura 7.1b).

Se estudian, a continuacién, los efectos que las componentes M, y M, producen por
separado, para aplicar luego el principio de superposicién.
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/n /n

Fig. 7.2: Distribucidon de tensiones en flexion esviada

La componente M, actia en el plano xy y produce sobre un punto de la seccién de
coordenadas (y, z) una tensién normal igual a (ver Ec. (6.12)):

y (7.2)

segin los convenios de signos establecidos anteriormente para momentos y tensiones
(es decir, momentos M, positivos comprimen las fibras con coordenada y > 0).
Ansdlogamente, la componente M, actda en el plano xz y produce sobre un punto de
la seccién de coordenadas (y, z), una tensién normal de valor:

Fig. 7.3: Definicion de dngulos en flexion esviada
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z (7.3)

Oy =

M,
Iy

(es decir, momentos M, positivos traccionan las fibras con coordenada z > 0).
Sumando los efectos de las dos componentes del momento flector M se obtiene:

M M,
0y = — I: Y+ Tyy z (7.4a)
(e e ) o
z y

Obsérvese que la distribucién de tensiones obtenida es lineal en y, z. La distribucién
de tensiones serd lineal y puede representarse como se muestra en la Figura 7.2.

La ecuacién del eje neutro se obtiene como lugar geométrico de los puntos en los
que la tensién normal es nula, es decir:

M, M, . COs « sin «
— “Y,—0 b — =0 7.5
I Y+ 1, z o bien 7. Y+ I z (7.5)

Esta es la ecuacién de una recta que pasa por el centro de gravedad de la seccién y
tiene una pendiente:
MyI, sinal, I,

Yy
an 5 z M.,I, cosal, an I, (7.6)

donde « y ( son los dngulos formados por el vector M y el eje neutro con el eje z,
respectivamente (ver Figura 7.3). Obsérvese que el eje neutro no es normal, en general,
a la traza del plano de solicitacién o plano de carga mm/, ya que la recta normal al
plano mm/’ tiene una pendiente, respecto al €je z, tana = y/z = M, /M., mientras que
el eje neutro tiene una pendiente tan 8 = y/z = (M, /M) (I./1,) . Se llama dngulo de
esviaje 0 al dngulo que forma el vector momento respecto al eje neutro.

Los dngulos v y 3 sélo coinciden (6 = 0) si:

1. Una de las componentes, M, o M, es nula; es decir, si el momento actia segiin
un plano principal de inercia, o bien si

2. I,/1, =1 es decir, cuando todas las direcciones son principales de inercia, y por
lo tanto, también lo es la direccién mm/’.
7.2.2 Deformacién en flexién pura esviada

Anslogamente al estudio tensional, se puede estudiar la deformacién de una viga recta
sometida a flexién pura esviada descomponiendo el momento flector actuante en sus



7.2. FLEXION PURA ESVIADA 191

componentes segin los ejes principales de inercia y aplicando el principio de superposi-
cién. Los diferenciales de los dngulos de flexién que sufre una rebanada diferencial de
anchura dz, debidos a los momentos M, y M,, son, respectivamente:

M M,
do, = EIy de  do.=prde (7.7)

donde d¢,, es un giro diferencial contenido en el plano zz, y d¢, es un giro diferencial
contenido en el plano zy, tal como se muestra en la Figura 7.4.

La composicién vectorial de estas dos rotaciones diferenciales equivale a una rotacién
diferencial d¢ de componentes (d¢y,d¢z) segln los ejes principales. Esta rotacién tiene

| M M?2 M 2
/d¢2+d¢2 ?_1_ zd \/sma oS adaz (7.8)

y, por tanto, la curvatura de la deformada de la directriz de la pieza puede calcularse

por médulo:

mediante la expresion:

1 dp 1 Mg M2 M sma cos2a
X_p_dx_E I2

—
Por otro lado, el dngulo que forma el vector giro diferencial d¢ con el eje z es:

oy _ Myl
dp, M.,

= tan 3 (7.9)

que coincide con la direccién del eje neutro. Por tanto, la deformacién por flexién se
produce en el plano normal al eje neutro, o lo que es lo mismo, la seccién gira un dngulo
de valor d¢ alrededor del eje neutro.

Obsérvese que las deformaciones producidas por las componentes M, y M,, actuan-
do por separado, son planas, y la deformacién resultante de ambas también corresponde
a una curva plana, al ser la flexién uniforme a lo largo de la pieza. La curvatura de la
deformada en cada seccién es proporcional al momento actuante; al ser éste constante
en flexién pura esviada, y estar considerando el caso de una viga de seccién uniforme,
la curvatura es idéntica para todas las secciones y la deformada del eje de la viga es un
arco de circunferencia.

En resumen, en flexiéon pura esviada, y de acuerdo con la hipdtesis de Bernoulli-
Navier, las secciones rectas se mantienen planas en la deformacién, girando alrededor
del eje neutro y manteniéndose perpendiculares a la deformada de la directriz.
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Fig. 7.4: Deformacion en flexion pura esviada.

En consecuencia, y tal como se muestra en la Figura 7.4, la deformada del eje de
la pieza es un arco de circunferencia, contenido en el plano normal al eje neutro que,
en general, no coincide con el plano de solicitacién (el que contiene al momento flector
actuante). De ahi el nombre de flexidn esviada para este tipo de solicitacion.

Ejemplo 7.2.1

Una seccién rectangular de ancho b = 30 cm y altura h = 40 cm estd sometida a la
acciéon de un momento flector esviado contenido en el plano de una de las diagonales
de la seccién y de valor M = 50 kN-m. Calcular: (a) la direccién del eje neutro, (b)
las tensiones mdximas y (c) la curvatura de la directriz de la rebanada, si el médulo
eldstico vale £ = 20 GPa.

(a) Por un lado, los momentos de inercia de la seccién respecto a sus ejes principales
de inercia son:

I,=9-10"* m* I,=16-10"* m*
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Fig. 7.5: Seccion del Ejemplo 7.2.1

Por otro lado, y suponiendo que el momento estd contenido en el plano de diagonal
BD del rectdngulo y que tiene el sentido de la Figura 7.5, las componentes del momento
flector respecto a los ejes (y, z) son:

M, = M sina = 50-% = 30 kN-m
4
M, = Mcosa = 50-5 = 40 kN-m
Por tanto, la ecuacién del eje neutro es:
y My,I, I, 316-10* 4
t = - = —_— = t —_— = —— = —
e VA P e ST I

Como puede verse en la Figura 7.6, el eje neutro coincide en este caso con la otra
diagonal del rectdngulo, la recta AC.

(b) Dada la direccién del eje neutro, las tensiones maximas se dan en los puntos B
y D, a los que corresponden la méxima compresién y traccién respectivamente:

M,

_ Y
op = i 3/B+Ty ZB
40 - 103 30-103
= |——0,2 —— (=0,1 Pa= —10 MP
[ 16-10_40’ 0—1—9.10_4( 0, 5)} a 0 MPa
B M, +My
op = I, YD Iy ZD

40 - 103 30103
e - (= 2 T
[ 16 - 104 (=0, 0H’9~1074

0, 15] Pa= 410 MPa
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Fig. 7.6: Resolucion del Ejemplo 7.2.1

La correspondiente distribucién de tensiones puede verse en la Figura 7.6.

(c) El valor de la curvatura puede calcularse como:

LMy Mz
x = g\t e
E\ 2 "I

B 1 (30 - 103)? N (40 - 103)?
20-10%\ (9-10-4)®  (16-10~4)?

m = 20833-10% m*

lo que corresponde a un radio de curvatura de p = 480 m.

Ejemplo 7.2.2

La seccién de pequeno espesor de la Figura 7.7 estd sometida a la accién de un momento
flector esviado M. Se pide: (a) Calcular y dibujar la distribucién de tensiones normales,
acotando sus valores méximos y (b) Calcular el valor maximo del momento M que
soporta la seccién si la tensién admisible del material es 0,4, -

Datos: M = 350kN-m, a = 30°, g,qm = 260 MPa, a = 40cm, b = 30cm, h = 50cm,
e=1,5cm.
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Fig. 7.7: Seccion del ejemplo 7.2.2

La seccién es simétrica respecto al eje y. Por tanto, el centro de gravedad estd
situado sobre dicho eje vertical. Al ser simétrica respecto al eje y, los ejes (y, z) son
ejes principales de inercia de la seccién.

Las caracteristicas geométricas de la seccién son (ver Ejemplo 6.2.6):

Area de la seccién: A = 240 cm?,

Posicién del centro de gravedad respecto del borde inferior: yg = 30.3 cm,
Momentos de inercia principales: I, = 35400 cm?, I, = 89977 cm?.

(a) Distribucién de tensiones normales
Teniendo en cuenta la inclinacién « del momento M, las componentes del momento
flector respecto a los ejes y, z son:

1 3
My:MSina:350§:175kN-m MZ:Mcosa:350\2f:303kN-m

Por tanto, la ecuacién del eje neutro es:

M, I 1 8,9977 - 104
Y2 —tana = = 0,5774 =

tan B = —2 = SRR
i =5 1, 3,54 - 10*

= 1,467 = [ =55,73°

El eje neutro es una recta que delimita la zona de traccién y de compresién en la
seccién (Figura 7.8) . La tensién normal es proporcional a la distancia al eje neutro.
Por tanto, los puntos de méxima tensién son los més alejados a dicho eje. En este caso
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los puntos més alejados son: C(19,7;—-20,0) y T(—30,3;15,0) (cotas expresadas en
cm), y las tensiones que resultan en ellos son:

max _Mcosa +Msinaz _
oc = I Yyc I, c=
303 - 10° 175 - 103
= =2 0,197) + 2 (0,20)| Pa= 165 MPa (C
[ 59977101 (O 190+ 35071 (0, )] 2 2 (©)
gmax 7Mcosoz Msinozz _
T = I yr I, T =
303 - 103 175 - 103
= e (20,303) + - (0,15)| Pa=176 MPa (T
[ 50077104 0393+ 5 (O )] “ a (1)

(b) Mdximo momento M admisible

Para calcular el méaximo momento M admisible y suponiendo que el valor de tensién
admisible 0,4, es vdlido tanto para traccién como para compresién, se ha de tener en
cuenta que la maxima tensién es de traccién (176 MPa) en el punto T'. Se tiene:

CoSs & (_07303) n sin o
z Y

AN

-1 N6 N

omax — N[ [— (0, 15)] < Gadm = 260 MPa = M = 516 kN-m

M

@

Fig. 7.8: Resolucion del ejemplo 6.5.2
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7.3 Flexién simple esviada

Como en el caso de flexién simple recta (Seccién 6.3), en la flexién simple esviada, la
actuacion de un momento variable viene acompanada de esfuerzos cortantes:

dM, dM
Ty == dzx I = dxy

El esfuerzo cortante da lugar a la aparicién de distorsiones angulares y tensiones

(7.10)

tangenciales en la seccién. Como consecuencia de la existencia de estas distorsiones
angulares, ademds de producirse las elongaciones de las fibras longitudinales propias
de la flexién, se produce cierta deformaciéon de las secciones planas. Este fenémeno,
explicado en la Seccién 6.3 para el caso de flexién recta, se conoce con el nombre de
alabeo de las secciones rectas y las consideraciones alli expuestas pueden extenderse al
caso de la flexién esviada.

Dado que todas las expresiones obtenidas para la flexién pura se basan en la magni-
tud de las elongaciones longitudinales de las fibras, es obvio que si se admite la hipdtesis
generalizada de deformacién de Bernoulli-Navier, la totalidad de las expresiones hal-
ladas para el caso de la flexién pura pueden extenderse al caso mds general de la flexién
simple.

Ejemplo 7.3.1

Para la viga recta de la Figura 7.9 sometida a las cargas que se indican, se pide: (a)
determinar el valor y la localizacién de los momentos flectores maximos; (b) calcular y
dibujar la distribucién de tensiones normales y (c) calcular el valor méximo que puede
alcanzar la carga Py si la carga P, permanece constante, suponiendo que el valor de la
tensién admisible 0,4, es valido tanto para traccién como para compresion.

Datos: | = 5m, P, = 90kN, P, = 15kN, a = 40cm, b = 30cm, h = 50cm, e = 1,5 cm,
Oadm = 260 MPa, E = 210 GPa.

La seccién es simétrica respecto al eje y. Por tanto, los ejes (y, z) son ejes principales
de inercia de la seccién.

Las caracteristicas geométricas de la seccién son:

Area de la seccién: A = 180 cm?,

Posicién del centro de gravedad respecto del borde inferior: y; =27 cm,
Momentos de inercia principales: I, = 11389 cm?, I, = 80200 cm*.

(a) Las leyes de esfuerzos debidas a las cargas P, y P, pueden verse en la Figura ?7.
De éstas se concluye que la viga estd sometida a un estado de flexién simple (momento
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Fig. 7.9: Viga y seccion normal del Ejemplo 7.3.1
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Fig. 7.10:

Leyes de esfuerzos del Fjemplo 7.3.1
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flector mas cortante). El momento flector en una seccién genérica tiene componentes
segin ambos ejes (y, z). En consecuencia, las secciones estdn sometidas a un estado de
flexién esviada. El médximo momento se produce en la seccién del empotramiento y sus
componentes segin los ejes principales son:

M, =15-5=75 kN-m M,=-90-2,5=—-225kN-m
(b) La ecuacién del eje neutro es:

M,I,  75-10° 8,02-10°*

t pu— _— =
0= T, T (=225 109) 1, 14 - 102

=-2,35 = [ =—66,95°

Los puntos més alejados del eje neutro son A(0,23m;0,20m) y B(—0,27m;—0,15m)
(Figura 7.11), en ellos se producen las tensiones maximas:
M, M,

oA = I yA+TyZA:

(—225 - 10%) 75 - 10
—7_4( ) 3)+7_4
8,02 - 10 1,14-10

= +197 MPa (T)
— MZ + Y _
OB = I, YB Iy 2B =
(—225-10%) 75 - 10°
- [_ 8,02- 104 (=0,27) + 1,14-10-4

= —175 MPa (C)

(0, 20)] Pa

(-0, 15)] Pa

En A se produce la méxima tensién de tracciéon que coincide con el valor méximo
absoluto de tensién en la seccién. En B se da la maxima tensiéon de compresién. Se
comprueba que ambas tensiones son menores que la tensiéon admisible del material
Oadm = 260 MPa.

(c) En el punto A de la seccién se produce la maxima tensién en valor absoluto. El
valor médximo que puede alcanzar la carga P, se determina a partir de la expresién:

M M,
OA = — zyA + JZA < Oadm = 260 MPa
I, I,
teniendo en cuenta que M, = —P, - 2,5 se obtiene:
(—Py -2,5- 103) 75103
— 0,23) + ———— (0,20)| Pa =260 MP = PP =178kN
8,02-10-4 (0 )+1,14-10—4(’ )| Pa & y
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VY

Fig. 7.11: Distribucion de tensiones normales

Ejemplo 7.3.2

Se quiere elegir la seccién de unas piezas prismaticas (Figura 7.12) para utilizar como
correas en un tejado de pendiente o = 20°. Se dispone de un perfil normalizado IPN80
(ancho a = 42 mm, altura b =80 mm, I, = 77,8 cm?, I, = 6,29 cm?) y de una seccién
tubular rectangular (ancho @ = 40 mm, altura b = 80 mm, espesor ¢ = 2mm, [,= 38,97
cm?, I,= 13,12 cm?). Determinar: (a) cudl de ellas es la mds resistente, si ambas
van a estar sometidas a carga vertical descendente y (b) el valor de a para que ambas
secciones resistan el mismo momento.

(a) Las dos secciones tienen las mismas direcciones principales de inercia. Las
componentes del momento M vertical segin los ejes principales (y, z) son:

M, = Mcosa = 0,940 M
M, = M sina = 0,342M

Seccion IPN 80: La ecuacién del eje neutro para un momento M es:

tan f = 2 = sina I, 0,342 77,8

iz _ 4 — 77998/ 16"
: " cosal, 0010632 50 Z A=TTHIG
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Fig. 7.12: Secciones del Ejemplo 7.3.2

La tensién méxima se produce en los puntos mds alejados del eje neutro, es decir,
en los puntos C' y D (Figura 7.13), y su valor puede calcularse, para un momento M
[kN-m] como:

M, +My
oc = — —Z
C Iz yc Iy C
0,940 - 103 M 0,342 -10° M
= |-———— 4010+ 22— ———(-2,1-107%)| Pa
77,810 6,29 - 10

= —162,5M MPa (compresién maxima)

La tensién en el punto D tiene el mismo valor absoluto, pero es de signo contrario, es
decir, corresponde a la maxima traccion.

Secciéon Tubular: La ecuacién del eje neutro, en este caso, es igual a:

tan 3 y sinal, 0,342 38,97
an e _——= =
z cosal, 0,940 13,12

1,08 = B=47°12'9"

La tensiéon méxima se produce en los vértices C'y D de la seccién (Figura 7.13) y
su valor, para un momento M [kN.m], es igual a:

oc = I, Yyc Iy c
103 103
_ - 0,940 - 10 7]\8/14 10-2 0,342 - 10 7]\8/[(_2 1072)| Pa
38,97 - 10 13,1210

= —148,6 M MPa (compresién maxima)
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Fig. 7.18: Ejes neutros y puntos de mdxima tension en Ejempo 7.5.2

La tensién en el vértice D es igual en valor absoluto, pero es de traccion.

De los valores de las tensiones méximas obtenidas, se observa que, para la soli-
citacién considerada, la seccién tubular es mds resistente que el perfil IPN 80, siendo
la diferencia del orden de un 10 % aproximadamente.

(b) Para un angulo « cualquiera, se puede escribir:

M, M,

- My
7 LYTT,”
Ccos o sin «
= M (-
(7 )

Tensiéon méaxima en el perfil IPN 80:

IPN cos « sin « 9
=M |- 4 —2,1)| -10
AN =SSR + 2]

Tension maxima en la seccién tubular:

Ccos o sin «
Tmax = M [38 AT 12(2)} 10°

Igualando se tiene:

sin «

78S T M Y T 35 7 YT 312

de donde .
sin a  0,051230

cos a  0,181424

tan o = =0,2823 = o= 15%46"6"
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Obviamente, para angulos inferiores a o = 15°46’ 6", la IPN es més resistente, ya que
tiene mayor médulo resistente W,. Para dngulos superiores a o = 15°46' 6”, la seccién
tubular es méds resistente, ya que tiene mayor médulo resistente W,,.

7.4 Flexién compuesta esviada

Se dice que una pieza estd solicitada a flexion compuesta esviada cuando sobre sus
secciones actia un sistema de esfuerzos que se reduce a un esfuerzo axil N y un momento
flector M de componentes M, y M., contenido en un plano distinto de los planos
principales de flexién de la pieza, es decir, tal que el vector momento no coincide con
ninguno de los ejes principales de inercia de las secciones (Figura 7.14a).

De forma andloga a lo descrito en flexién compuesta recta, la deformacién de la
rebanada puede deducirse de aplicar el principio de superposicién. Asi, la deformacién
debida al axil se produce segtin la hipétesis de Bernoulli (las secciones rectas se trasladan
manteniéndose planas y paralelas a si mismas), mientras que la deformacién por flexién
se produce segin la hipdtesis de Bernoulli-Navier (las secciones rectas giran alrededor
del eje neutro manteniéndose planas y perpendiculares a la deformada de la directriz).
Por superposicién de efectos, una seccién de la rebanada experimenta una traslacién
du, paralela al eje = (debida al axil), un giro d¢,, alrededor del eje z (debido al flector
M.,), y un giro do,, alrededor del eje y (debido al flector M,), relativos a otra seccién
recta infinitamente préxima. La composicién de estos movimientos equivale a un tinico
giro alrededor del eje neutro, cuya posicién se determinard mas adelante.

Fig. 7.14: Flexion compuesta esviada como fuerza normal excéntrica
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El valor de las tensiones normales en un punto genérico de la seccién, de coordenadas
(y, z) respecto de los ejes principales, puede obtenerse también aplicando el principio
de superposicién. En este caso, se superponen las tensiones obtenidas para esfuerzo
axil a las correspondientes a flexién esviada, en la formas:

N M,y My=z
AL I,

(7.11)

Ox

Obsérvese que, de acuerdo a la hipdtesis de deformacién de Bernoulli-Navier y a la ley
de Hooke, la distribucién de tensiones es lineal en las coordenadas y, z.

Por otra parte, el axil IV, aplicado en el baricentro de la seccién G, mas el momento
M son un sistema de esfuerzos estdticamente equivalente a una fuerza excéntrica tinica
de valor N aplicada en el centro de presiones P (Figura 7.14b), cuya posicién respecto
de los ejes principales P(ey, e.) viene dada por las relaciones:

M, = Ne, ; M.=—-Ney (7.12)
o bien,
M M
e, = Wy ; ey = — NZ (7.13)

En flexién compuesta esviada, el centro de presiones P no estd situado sobre ninguno
de los ejes principales. La direccién GP (o mm’ en la Figura 7.14), ortogonal al vector
momento, es la traza del plano de solicitacién. Segin lo anterior, la tensién en un punto
genérico de la seccién puede expresarse también como:

N My M,z

= 14
Oz I I, + 1, (7.14a)
N Neyy Neyz
= 7 + . + I, (7.14b)
N eyly €%

donde r, = \/I,/A y ry = /I,/A son los radios de giro de la seccién respecto a los
ejes (y, z), respectivamente.

Por definicidn, el eje neutro es el lugar geométrico de los puntos que tienen tensién
normal nula. Por tanto, igualando a cero la expresién que permite calcular las tensiones
se obtiene la ecuacién del eje neutro:

=0 (7.15)
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Esta es la ecuacién de una recta contenida en el plano yz. Dicha recta no pasa por el
centro de gravedad de la seccién y, en general, no es perpendicular a la traza del plano
de solicitacién (direccion mm').

Si se llama A y B a los puntos de interseccién del eje neutro con los ejes (y, z),
respectivamente, se tiene:

2
paraz = 0 = y=a= Tz siendo a la ordenada del punto A
€y
2
paray = 0 = z=b=—--"Y siendo b la abcisa del punto B
eZ

Debe observarse que si el centro de presiones P se acerca al centro de gravedad de la sec-
cién G, esto es, la excentricidad disminuye, el momento flector tiene menor importancia
relativa y el eje neutro se aleja de la seccién, estando toda ella sometida a traccién o
compresion, segin sea el signo de la fuerza normal N. En efecto, para ey,e; — 0,
a,b — o0o. Por el contrario, si P se aleja de G, esto es, la excentricidad aumenta, la
flexién tiene mayor importancia relativa, el eje neutro se acerca al centro de gravedad
de la seccién e intersecta a la seccién dividiéndola en dos zonas, una traccionada y otra
comprimida (ey, e, — 00, a,b — 0).

Se puede demostrar que si el centro de presiones se mueve sobre una recta r de

ecuacion:
z

b

los ejes neutros correspondientes a las sucesivas posiciones son rectas que giran alrededor

Yz
a

del punto R(yg, zr) de coordenadas:

Yr=——> ZR = —
a

S ‘@ﬂw

Ejemplo 7.4.1

Un pilar de seccién rectangular b x h (30 x 40 cm?) y longitud [ = 2,5 m soporta una
fuerza de compresién F' = 100 kN ligeramente inclinada, segiin muestra la Figura 7.15.
Calcular: (a) las leyes de esfuerzos en la pieza; (b) posicién y direccién del eje neutro
en cada seccién; (c) tensiones méximas en cada seccion.

Las caracterfsticas geométricas de la seccién son:

A =30-40 = 1200 cm?
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Fig. 7.15: Pilar y seccion transversal del Ejemplo 7.4.1

1 I
I = 540 30> = 90000 cm* : ry = Zy = 75,00 cm?

1 I
I, = —30-40° = 160000 cm* ; r?2 = £ = 133,33 cm?

12 A

Los angulos a y v, con d?> = h? + b?, son:

t t t d/2 t L
= arctan — = arctan — ] = arctan —— = arctan — >~ —
h 4 ’ 7 l 10~ 10

Las excentricidades de la carga en funcién de la distancia x de la seccién considerada
al extremo superior del pilar son:

(a) Leyes de esfuerzos

Las leyes de esfuerzos, en funcién de las excentricidades en cada seccién, son:

N(x) = —Fcosy ~ —F
Ty(x) = +Fsinycosa ~ +0,08F
T.(x) = +Fsinysina ~ +0,06F
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My(x) = —Fcosvye,(x) ~ —F%%
hz
M.(x) = +Fcosvyey(z) ~ +F 37

Los esfuerzos axil y cortantes son constantes a lo largo de la pieza, mientras que los
flectores crecen linealmente con x.

(b) Posicién y direccién del eje neutro en cada seccion

El eje neutro de cada seccion corta a los ejes (y, z) de la seccién en los puntos A y
B, de coordenadas

r2 I 7“5 l
a(z) =— = —6,66— cm ; b(z)=— = —5,00— cm
ey (2) x e (x) x

Por tanto, el eje neutro se acerca al centro de gravedad a medida que crece la
relacion z/1, segin se muestra en la Figura 7.16.

(c) Tensiones médximas en cada seccion

Las tensiones en un punto cualquiera de la pieza son:

N e e,z
O = A<1+;ﬁ/2y+ 22)
Yy

B Z(“«f@‘b@))

Fig. 7.16: Resultados del Fjemplo 7.4.1
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Conocida la posicién del eje neutro es facil ver que las distribuciones de tensiones
serdn como las dibujadas en la Figura 7.16 para las secciones z/l = 0,5y =/l = 1.
La méxima compresién se produce en el punto C, esquina superior izquierda, y vale:

N 20 15| z N T
oo(w) A( +[6,66+5,0] l) A( +6’0l>

y, entonces, o¢ (z/l =0,5) = —3,333 MPa y o¢ (z/l = 1) = —5,833 MPa.
La méxima traccién se produce en el punto D, esquina inferior derecha, y vale:

N 20 15| z N T
- (1- Z)=2"(1-6,0=
on(2) A( [6,66+5,0] z> A( 6’0z>

y, entonces, op (z/l =0,5) = 1,667 MPa y op (z/l = 1) = 4,167 MPa.

7.5 Nicleo central de la secciéon

Se define el niicleo central de una seccién como el lugar geométrico de los puntos tales

que, tomados como centro de presiones en traccién o compresion excéntricas, producen

tensiones normales del mismo signo en todos los puntos de la seccién (Figura 7.17).
Para determinar el nicleo central haremos uso de las siguientes propiedades:

a) para que la seccién esté sometida a tensiones normales del mismo signo es necesario

y suficiente que el eje neutro no corte a la seccidn.

en.l

Envolvente
L convexa

end

Fig. 7.17: Nicleo central de una seccion
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b) el centro de presiones y el eje neutro estén relacionados por la Ec. (7.15).

Por consiguiente, el nicleo central de una seccién estd formado por los puntos
interiores a una curva cerrada, lugar geométrico de los puntos a los que, tomados como
centros de presién, les corresponden ejes neutros que son rectas tangentes a la envolvente
convexa de la seccién.

El concepto de nicleo central de una seccién puede visualizarse con més facilidad
si se tiene en cuenta que, tal como se muestra en la Figura 7.17:

1. el niicleo central es un recinto cerrado. Si no lo fuese, incluiria necesariamente
puntos infinitamente alejados del centro de gravedad, lo cual es imposible, ya que
a centros de presiones suficientemente alejados del baricentro les corresponden
ejes neutros suficientemente préximos a éste que cortarian a la seccién.

2. el niicleo central incluye al baricentro de la seccién como punto interior, ya que
a centros de presiones suficientemente préoximos al centro de gravedad les co-
rresponden ejes neutros suficientemente alejados de éste como para no cortar a la
seccion.

3. el niicleo central es interior a la envolvente convexa de la seccién, ya que los
centros de presiones son los puntos por los que pasa la resultante de las tensiones
normales que actian sobre la seccidn; si éstas son todas del mismo signo (traccién
o compresién), su resultante debe pasar necesariamente por un punto interior a

la envolvente convexa.

4. el niicleo central es un recinto conexo y convexo, dado que la envolvente convexa
de la seccién también lo es.

Tanto el concepto como la definicién y el método de cédlculo del nicleo central se
deben a Bresse, que los incluy6 en su libro sobre Resistencia de Materiales, publicado en
1859. Veamos, a continuacién, cémo se determina el nicleo central de algunas secciones
particulares.

7.5.1 Seccién circular

En una seccién circular de radio R cualquier eje que pase por el centro del circulo es
eje principal de inercia y el radio de giro correspondiente es

I 7 RY/4 R\?
oot WRé :<2> (7.17)
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R

Fig. 7.18: Nicleo central de una seccion circular

Por simetria radial, el nicleo central de una seccién circular serd un circulo concéntrico
(ver Figura 7.18). Calculamos el radio del niicleo central imponiendo que el eje neutro
sea tangente a la seccién. Tomemos, por ejemplo, el caso de tangencia en la fibra
inferior del circulo, de ecuacién y = —R. Identificando esta ecuacién con la expresién

general del eje neutro en flexién compuesta recta alrededor del eje z,
ey Y

—=0 7.18

(718)

1+

se tiene:

(7.19)

donde e es el radio del circulo que corresponde al niicleo central de la seccién circular
de radio R.

7.5.2 Seccién corona circular

En una seccién corona circular de radios R, y R;, exterior e interior, respectivamente,
cualquier eje que pase por el centro del circulo es eje principal de inercia y el radio de
giro correspondiente es

I n(RA-RY/4 R24+R2
2 _ - _ e ) _ _e i 7.20
"TAT s (R-RY 1 (7.20)

Por simetria radial, el nicleo central de una seccién corona circular serd un circulo

concéntrico. Aplicando un proceso similar al utilizado para la seccién circular, calcu-
lamos el radio del niicleo central imponiendo que el eje neutro sea tangente a la seccién,
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por ejemplo, en la fibra inferior del circulo, de ecuaciéon y = —R.. Identificando esta
ecuacion con la expresién general del eje neutro en flexién compuesta recta alrededor
del eje z, se tiene

R2+R? R
RETRC T 4R, % (7.21)
4
donde e es el radio del circulo que corresponde al nicleo central de la seccién corona
circular.

7.5.3 Seccién rectangular

La envolvente convexa una seccién rectangular de dimensiones b x h es la propia

seccién. Los radios de giro respecto a los ejes principales de inercia son 72 = h?/12 y

2:

T b2/12. Consideremos en primer lugar un eje neutro coincidente con el lado CD, de

Y
ecuacién y = —h/2; el centro de presiones correspondiente es el punto M, y la ecuacién
del eje neutro es:
14 w3 _o h (7.22)
— = e = — .
72 M™%

De forma andloga, para el eje neutro coincidente con el lado AD, de ecuacién z =

b/2, el centro de presiones es el punto N con excentricidad ey = —b/6.
Yy
A B
M
Z s N h
b|/3
D \ C
b

Fig. 7.19: Nicleo central de una seccion rectangular
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Cuando el centro de presiones recorre el segmento M N, los correspondientes ejes
neutros giran alrededor del punto D, ya que en D se cortan los ejes neutros correspon-
dientes a los centros de presién M y N. Por doble simetria respecto a los ejes (y, z), el
nucleo central es un rombo de diagonales h/3 y b/3, respectivamente, segiin se observa
en la Figura 7.19.

7.5.4 Seccién en doble T

La envolvente convexa de una seccién en doble T simétrica es un rectdngulo, tal como
se muestra en la Figura 7.20. Por tanto, el nicleo central serd un rombo como en el
caso anterior, pero las longitudes de sus diagonales vendrdn dadas por los radios de
giro de la seccién en cuestion.

La posicién del punto M la obtenemos de considerar que el lado C'D, de ecuacién

y = —h/2, es el eje neutro correspondiente a que M sea centro de presiones:
em (—3) 2172
1 =0 = ey = —= 7.23
+ ,,«2 M h ( )

y, para el punto N y su eje neutro correspondiente AD, de ecuacién z = b/2, se tiene:

b 2
eNg _ _ 2
1+ 7"22/ =0 = eEN = b (7.24)
y
A M B
‘ 2r§/h
| |
< ~aamalll
| |
| |
D 2r§,/b C

Fig. 7.20: Nicleo central de una seccion en doble T



8 Esfuerzo Cortante

8.1 Introduccién

Una seccién de una pieza estd sometida a cizallamiento o cortadura cuando sobre ella
actia un esfuerzo cortante, es decir, una resultante de fuerzas paralelas al plano de la
seccion.

La actuacién de un esfuerzo cortante T sobre la seccién implica la existencia de una
distribucién de tensiones tangenciales sobre el plano de la seccién, de tal forma que se
cumplan las relaciones integrales:

T, _/Tmy dS : TZ_/TJ;Z dS (8.1)
S S

donde Ty, T son las componentes del esfuerzo cortante y 7y, 7., las componentes de
la tensién tangencial.

Las ecuaciones anteriores no bastan para determinar la distribucién de tensiones
tangenciales, siendo necesario, como en los capftulos anteriores, hacer hipétesis sobre la
deformacién de la rebanada. Distintas hipdtesis de deformacién dan lugar a distintos
resultados. En lo que sigue se considera, primero, la llamada teoria elemental de la
cortadura, basada en una hipdtesis de deformacién muy simple. Se estudia, a conti-
nuacion, la teorfa de la cortadura de Collignon, basada en la hipétesis de deformacién
a flexién de Saint-Venant (hipétesis generalizada de Bernoulli-Navier).

8.2 Teoria elemental de la cortadura

La hipétesis mds simple que puede hacerse respecto a la deformacién de una rebanada
de una pieza prismdtica sometida a cortadura es que “las secciones transversales per-
manecen planas y se mueven paralelas a si mismas en la direccion del esfuerzo cortante”.
En tal caso, en una rebanada de longitud dz tal como la mostrada en la Figura 8.1,
sometida a la accién de un esfuerzo cortante en una determinada direccién, una seccién

213
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Fig. 8.1: Hipdtesis de deformacion de la Teoria elemental

como la S tendra respecto a otra infinitamente préxima S7 un desplazamiento relativo
de valor dv, en la direccién del cortante actuante. La distorsién angular producida en
un punto cualquiera de la rebanada vendra dada por:

dv

-= (8.2)

v

Por tanto, la rebanada estd sometida a un estado de distorsién uniforme de valor ~. Si
se cumple la ley de Hooke, la tensién tangencial que actia en un punto cualquiera de
la seccién vale:

T=Grv (8.3)

donde G es el médulo de rigidez transversal del material de la pieza.

Como la resultante de estas tensiones debe ser igual al esfuerzo cortante, se tiene
una distribucién uniforme de tensiones tangenciales, de direccién coincidente con la del
esfuerzo cortante, y de valor:

T= (8.4)

donde A es el drea de la seccién. La distorsiéon angular valdréd entonces:

T

= & (8.5)

v

Es habitual utilizar esta teorfa elemental para realizar el cdlculo de uniones de
piezas mediante remaches o cordones de soldadura (ver Figura 8.2) o en el caso de
andlisis de aparatos de apoyo.
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Soldadura
<._I;| ﬁ7\| <._IL| V/_
H T T
| L |_> |_>

\( Roblon o tornillo Soldadura

Fig. 8.2: Aplicaciones de la teoria elemental: uniones roblonadas o soldadas

Ejemplo 8.2.1

Tres placas de acero, de 1,6 cm de espesor cada una, estdn unidas por dos remaches de
didmetro d = 1,3 cm cada uno, como muestra la Figura 8.3. Si el valor de la carga T
es 44,5 kN, calcular: (a) la tension tangencial media sobre los remaches, y (b) la carga
T méaxima que soporta la unién si la tensién tangencial admisible en los remaches es
7% = 220 MPa. Despreciar el rozamiento entre placas.

a) b)
|
T/2 - |
BIEY ] : . e .
T/2 L, — - : —
|

Fig. 8.3: Unidn de las placas del Ejemplo 8.2.1: a) seccion transversal b) vista en
planta

(a) La unién de las placas se hace mediante dos remaches; por tanto, la fuerza T es
soportada por cuatro secciones, y la tensién tangencial media en los remaches es:
T T 44,5 - 103

B _ Pa = 83,8 MP
Tmed =44 T L(rd2/4)  4-(n-1,32/4)-104 ° ¢

(b) Si en los roblones la tensién tangencial admisible es 7% = 220 MPa, el valor
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méximo que puede tener la fuerza T es:

w-1,32

Tnax = 220 - 105 - 44 =220 -10° - 4 -107* =116, 8kN

Ejemplo 8.2.2

El apoyo de una méquina estd formado por una capa de neopreno de espesor h y una
placa de acero de dimensiones a x b (Figura 8.4). Para una fuerza horizontal T', calcular:
(a) la tensién tangencial media en el neopreno y (b) el desplazamiento horizontal u de
la placa de acero, si el médulo de rigidez a cortante del neopreno es G,,. Despreciar el
rozamiento entre la placa y el neopreno.

Datos: a = 200mm; b = 150 mm; h = 12mm; T), = 8kN; G,, = 0,9 MPa.

Ic)»h[A D

Fig. 8.4: Apoyo del Ejemplo 8.2.2

(a) La tensi6én tangencial media 7 en el neopreno es:

T 8103

— = % pa—10,267MP
ab = 0.2.0.15 2= 0:207MPa

T =

(b) La distorsién media 7 en el neopreno es:

T 0,267 - 10°
ot a 0.9 100 0,297 ra

Por tanto, el desplazamiento horizontal v de la placa de acero es:

u=~h-v=12-0,297 = 3,56 mm
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8.3 Teoria de Collignon

Consideremos una pieza prismética recta de seccién arbitraria pero constante a lo largo
de la pieza, sometida a flexién simple segin un plano principal de inercia (flexién recta).
Supongamos a efectos de desarrollo que sobre una rebanada diferencial de la pieza
actian un momento flector variable M, y un esfuerzo cortante T}, ambos contenidos
en el plano principal de inercia zy (Figura 8.5).

Del equilibrio de momentos de la rebanada, limitada por dos secciones S (frontal)
y S’ (dorsal), separadas una distancia dz, se obtiene la relacion:

dM,
dx

T, = (8.6)
Consideremos ahora la rebanada dividida por una superficie plana ABA’B’, paralela
al eje de la viga y que tenga a la recta AB por traza sobre el plano de la seccién S y
a la recta A’B’ por traza sobre el plano de la seccién S’. Estudiemos el equilibrio de
fuerzas segin el eje x que actian sobre la parte rayada de la rebanada (1) que queda
por encima de dicha superficie de corte. De acuerdo con la ley de tensiones de Navier,
sobre la cara S’ actian unas tensiones normales debidas a M, cuya resultante F' sobre
la parte de la seccion (1), limitada por la linea A’B’, vale:

M, M,
Fe / o= [ Mo a0 = M e (8.7)
Q Q Iz Iz

donde 2 es la parte de la seccién sobre la que se evalia dicha resultante (érea rayada
en la Figura 8.5) y mS(Q) = [oydQ es el momento estdtico de Q respecto al eje z.

c, ¢ S o, +doy
7/ 1 F 1 F+dF
é/( ) 7 (D
Ty Ty
M, 77 M, +dM, Lz
dR dR
[ @ ) @
dx dx

Fig. 8.5: Deduccion de la formula de Collignon
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De igual forma, sobre la cara S actiian unas tensiones normales debidas a la accién del
momento M, 4+ dM,, cuya resultante F' + dF' vale:

F+dF = — ydQ = — 22T he(q) (8.8)

dM,
dFF = -— 7 m(Q) (8.9a)
T,d
- = T me(Q) (8.9b)
donde se ha tenido en cuenta que dM, = —T,, dx.

Nétese que la expresién anterior es independiente del valor M, del momento flector,
y que sélo depende de dM,, es decir, de la variacién de dicho momento y, por lo tanto,
del cortante T},. Obsérvese también que, al ser el eje z un eje que pasa por el baricentro
de la seccién, el momento estdtico respecto a dicho eje del drea rayada situada por
encima de la linea AB es igual, y de signo contrario, que el momento estético del drea
situada por debajo de ésta.

Consideremos, por otro lado, las tensiones tangenciales que la parte de la rebanada
(2), situada por debajo del plano de corte, ejerce sobre la parte (1) superior. Llamando
dR a la resultante de estas tensiones tangenciales se puede escribir que

dR = da:/ Tdl (8.10a)
AB
~ memcdlAB (810b)

donde l4p es la longitud del segmento AB y Tpeq queda definida como la tensién
rasante media en la superficie ABA'B’.

El equilibrio de fuerzas segun la direccién = del elemento diferencial (1) exige que
dR = dF (Figura 8.5) y, por tanto, igualando las ecuaciones (8.9b) y (8.10b), se tiene
que:

T, mi(9)

Tmed =
e Iz ZAB

(8.11)

La expresion anterior es conocida como férmula de Collignon (1877), aunque este méto-
do aproximado de evaluar tensiones rasantes en vigas habia sido ya utilizado por
Jourawski en 1844 para calcular vigas de madera y vigas armadas con roblones, y
publicado por éste en 1856. Obsérvese que dicha férmula no proporciona el valor de
la tensién rasante en un punto concreto, sino el valor medio de la tensién tangencial
rasante a lo largo de la superficie de contacto.



8.3. TEORIA DE COLLIGNON 219

Fig. 8.6: Tensiones rasantes y tangenciales

Al considerar el equilibrio de fuerzas segun el eje = que actian sobre la parte inferior
de la rebanada (2) que queda por debajo de dicha superficie de corte, se deduce que
la fuerza rasante que la parte superior (1) ejerce sobre ésta es también de valor igual
a dR, y de sentido contrario al que actia sobre la parte superior (Figura 8.6a). Las
tensiones rasantes en la superficie de corte de la parte inferior (2) son, obviamente, de
igual valor y sentido contrario a las que actian sobre la superficie de corte de la parte
superior (1).

Por el principio de reciprocidad de las tensiones tangenciales, junto a las tensiones
rasantes, paralelas al eje de la pieza, que aparecen en la superficie ABA’B’, para equi-
librar a dF aparecen otras contenidas en el plano de S (y de S’), cuya componente
normal a la linea AB (y A’B’) serd igual en cada punto a la correspondiente tensién
tangencial contenida en la superficie plana ABA’B’. Estas tensiones rasantes sobre
las secciones S y S’ se muestran en la Figura 8.6b. Obsérvese que, segin el principio
de reciprocidad, ambas estardn dirigidas hacia la linea (hacia AB, en este caso) o se
separaran de ella (como en A’B’; en este caso).

Por tanto, la férmula de Collignon (8.11) nos permite hallar, por ser ambas iguales
en moédulo, tanto la tensién rasante media que actia sobre la superficie ABA’B’ como
la tensién tangencial media contenida en la seccién S (y S’), a lo largo de AB (y A'B’)
y normal a esta linea, debida al esfuerzo cortante. La misma observacién permite
determinar, sin ambigiiedad, el sentido de estas tensiones cortantes.
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De la férmula fundamental se deduce que las tensiones tangenciales son nulas en los
puntos més alejados del eje z, ya que para ambos se verifica que el momento estédtico
correspondiente m<(€2) es nulo: en el punto superior por ser nula el drea €, y en el
inferior por ser €2 igual al drea de la seccién, y ser nulo el momento estatico de la seccién
respecto a un eje baricéntrico como el eje z.

La importancia de los esfuerzos rasantes puede ponerse en evidencia mediante un
experimento simple. Analicemos una viga simplemente apoyada, sometida a flexién
simple, tal como la que se muestra en la Figura 8.7a. Imaginemos un corte longitudinal
de la pieza segin un plano horizontal AA" que divide la viga en dos partes: (1) la
situada por encima del plano de corte y (2) la situada por debajo de éste. Al flectar la
viga aparecen a lo largo de la superficie AA" unas tensiones tangenciales rasantes que
impiden que la parte (1) deslice sobre la (2), y que hacen que la viga se comporte como
una pieza tinica, tal como se muestra en la Figura 8.7b. Si el corte segiun AA’ fuese
real, y las partes (1) y (2) estuvieran simplemente superpuestas (sin rozamiento), estas
tensiones rasantes no aparecerfan, y el conjunto se comportaria de forma totalmente
diferente, tal como se muestra en la Figura 8.7c.

Si se unen dos vigas superpuestas, y se desea que éstas trabajen solidariamente, au-
mentando asf la resistencia a flexién de forma considerable (ver Ejemplo 6.2.5), se debe
evitar el deslizamiento de una sobre la otra y posibilitar la aparicién de las necesarias
fuerzas rasantes. A tal efecto, deben unirse las partes componentes de las piezas me-
diante cunas, tornillos pasantes o cualquier otro dispositivo que sea capaz de transmitir
y resistir las fuerzas rasantes correspondientes.

Fig. 8.7: Deformacion de una viga sometida a flexion simple: (b) con tensiones

rasantes y (c) sin tensiones rasantes
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Ejemplo 8.3.1

La viga biapoyada de la Figura 8.8, de [ = 6 m de luz, estd sometida a una carga
uniformemente repartida p = 3 kN/m. Se quiere construir a partir de tres piezas
independientes de 40 x 10 cm?, unidas mediante conectores, tal como se indica en la
Figura 8.8. Dimensionar el didmetro de dichos conectores, sabiendo que se colocan a
una distancia d = 15 cm de separacién entre ellos, y que la tensién tangencial admisible
en ellos es 7,qm = 200 MPa.

!! j»10 cm

p U 1

10 cm
% S 40 cm
| |

1 ) 1

” 10 cm
| |
40 cm

Fig. 8.8: Viga armada del Ejemplo 8.5.1

El cortante méximo en la viga se da en las secciones de apoyo y es igual a las
reacciones verticales en éstos:

pl 3.6
TmangszgkN
La inercia de la seccién respecto al eje baricéntrico horizontal vale:

I = i10-403+2- i40-103+40-10-252 cm?
12 12
= 56-10"* m*
Segin la férmula de Collignon, la tensién rasante media sobre las superficies de

contacto entre las alas y el alma de la seccién es:

Tinax mE(2)
Tmed = T
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donde m*(£2) es el momento estédtico del ala respecto del eje baricéntrico horizontal y
b es el ancho de la superfice de contacto, o sea:

mé(Q) = 10-40-25 cm® = 0,01 m?
b = 0,1m

con lo que Tpeq = 0,161 MPa. Cada conector de la zona de apoyos debe soportar una
fuerza rasante de valor:

R = Tmeabd = 0,161-10°-0,1-0,15 N = 2,42 kN

Suponiendo ahora que la teoria elemental de la cortadura es aplicable al conector,
se tiene que la tensién rasante en cada uno ellos es:

R
Tcon — Acon < Tadm
de donde el area de cada conector resulta:
R 2,42 -103
Acon > = = m? = 12,1 mm?

Todm  200-106

Si los conectores son de seccién circular, se requiere un didmetro mimino de ¢ = 4
mm.

Los cdlculos anteriores proporcionan el didmetro minimo de los conectores en las
secciones préoximas a los apoyos, donde el esfuerzo cortante es médximo. Dado que
la variacién del cortante es lineal a lo largo de la viga, con valores decrecientes a
medida que nos acercamos al centro de la luz, es posible aumentar el espaciado de los
conectores a medida que las tensiones rasantes disminuyen. Asi, por ejemplo, en los 3
metros centrales de la viga, el cortante es inferior a T'= 4,5 kN y es posible aumentar
el espaciado a d = 30 cm sin que la tensién en los conectores supere la tensién admisible
especificada.

8.4 Seccién rectangular

Consideremos una viga de seccién rectangular maciza de dimensiones b x h y de-
terminemos, utilizando la teoria de Collignon, la tensién tangencial 7 en un punto
cualquiera de la seccién recta, sometida a un esfuerzo cortante vertical de valor T.
Segtn el principio de reciprocidad de las tensiones tangenciales, en puntos como
Ay A’ del contorno de la seccién (Figura 8.9) éstas deben estar dirigidas segin dicho
cortorno, es decir, son verticales. Por simetria, en el punto M también debe serlo. Por
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tanto, y como hipétesis simplificativa, admitiremos que en todo punto de la linea AA’
las tensiones tangenciales son paralelas al esfuerzo cortante T', es decir, son verticales
y que la distribucién es uniforme a lo largo de la linea AA’. El sentido de las tensiones
cortantes coincide obviamente con el del esfuerzo cortante. Entonces, el valor en cada
punto coincide con el valor medio que proporciona la férmula fundamental aplicada
a la parte de seccién situada por encima de la linea AA’. En este caso, tenemos
T,=T,1I, = bh3/12 y | = b. El momento estético de la parte de seccién situada por
encima de la linea AA’ puede calcularse en funcién de la ordenada y del corte y vale

()G S()  om

Por tanto, sustituyendo los valores anteriores en la férmula de Collignon se tiene:

- @"yﬂ (8.13)

De esta expresién se deduce que la distribucién de tensiones tangenciales en una seccién

r

3
T(y) = Tmed(y) - ibh

rectangular sometida a esfuerzo cortante vertical es parabdlica en funcién de la ordenada

y, es nula en las fibras extremas (y = +h/2), y tiene su valor maximo en los puntos del
eje z (y = 0) donde vale

3T 3T

Tma =5 hh T 2 A

Por consiguiente, la tensiéon tangencial maxima es un 50% mayor que la que se obtiene

(8.14)

suponiendo una distribucién uniforme de tensiones (Jourawski, 1844), tal como se ob-
tendria de aplicar la teorfa elemental de la cortadura. Cabe también senalar que se

Y MY
B, B o+do B B o
P— ~ \ v ‘ /
I i
h Z= G C_' Tmax (& [ - | ’ X
T L T
b dx

Fig. 8.9: Tensiones tangenciales y rasantes en seccion rectangular
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cumplen la relaciones integrales siguientes:

- <2f§l>2] vy =1 (8.15)

Los valores que proporciona la expresion (8.13) no son exactos, pero si muy aproxi-
mados, tanto mds cuanto mayor sea la relacién h/b. Por ejemplo, si se calculan mediante
la Teoria de la Elasticidad los valores exactos para los puntos del eje z (y = 0), se ob-
tiene que la distribucién no es uniforme a lo largo del eje, sino que hay un méximo en
los puntos C'y C’ (Figura 8.9), y un minimo en el punto G. Los factores de correccién
que habria que aplicar respecto al valor 7,,x calculado aproximadamente se dan en la
Tabla 8.1. Obsérvese lo cercano que el factor es a la unidad para h/b> 1.

hib=2]h/b=1h/b=1/2] h/b=1/4
2=0 0,983 | 0,940 0,856 0,805
z=+b/2] 1,033 | 1,126 1,396 1,988

Tabla 8.1: Valores de correccion para tensiones tangenciales en el eje y=0

8.5 Secciones de pequeno espesor

8.5.1 Secciones abiertas

En las secciones de pequeno espesor abiertas, la teoria de la cortadura de Collignon
permite determinar con mucha precisién la distribucién de las tensiones tangenciales
debidas al esfuerzo cortante, ya que se puede suponer sin gran error que la distribucién
de tensiones tangenciales es uniforme a través del espesor.

Seccion en doble T

Estudiemos el caso de una seccién en doble T simétrica sometida a un esfuerzo cortante
T vertical ascendente (Figura 8.10a), y calculemos en primer lugar las componentes
verticales de la tensién tangencial, 7,,, y luego las componentes horizontales, 7., que
éste produce.

La componente vertical de la tensién tangencial 7, se calcula aplicando la férmula
de Collignon a cortes horizontales de la seccién, tal como se muestra en la Figura 8.10b.
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a) TY b) ©)
o
1_|____| IAAAAAAAAAI \Txy
B| [B
T cmc'
h ‘7"(}

Fig. 8.10: Seccion en doble T sometida a esfuerzo cortante segun el alma. Tensiones
tangenciales verticales

Entonces:
T m¢
Toy =7 lz (8.16)

donde [ es la “anchura” del corte. Se deduce, por tanto, que al pasar del ala al alma,

el valor de 7., experimenta una fuerte discontinuidad, ya que [ pasa de ser [ = b en el
ala, a ser [ = e en el alma (ver Figura 8.10b). Dado que el espesor es pequeno, e << b,
en las alas la tensién cortante vertical es despreciable frente a la del alma y el alma
absorbe pricticamente en su totalidad el esfuerzo cortante vertical T

En el alma, 74, varfa como lo hace m$(y), en funcién de la ordenada y. Esta
variacion es parabdlica y simétrica (Figura 8.10c):

. ho (h 1/ h ho e (h?
mz(y) = 56,5 -+ (2 — y> 65 ( 2—|—y> = b€/§ + 5 <4 - y2> (817)

El valor minimo de las tensiones verticales en el alma (Figura 8.10b) se da en los puntos
extremos de ésta, By B, paray = &+ h/2, y vale

min T h
T:Ey :E <b€/2> (818)

mientras que el valor maximo se da a la altura del baricentro, G, para y = 0, y vale

T h eh?
max: b /7 7 ‘1
Ty Qe<e2+24> (8:19)
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La diferencia entre los valores minimos (en B y B’) y maximo (en G) de la pardbola
es pequena para los perfiles normalizados. En este caso, puede considerarse que la
distribucién de tensiones tangenciales verticales es uniforme en el alma, con un valor

de:
T

Qalma

med __
xy

(8.20)

TxyZT

donde Q.12 = he es el drea del alma. Esta aproximacién implica errores menores del
10 % en los valores maximos para perfiles normalizados, por defecto. El sentido de
las tensiones tangenciales 7, en el alma coincide, naturalmente, con el del esfuerzo
cortante T
Por tanto, las tensiones verticales 7., en las alas son despreciables, pero no asi
las componentes horizontales 7., que pueden calcularse de forma andloga a las ante-
riores, aplicando la férmula de Collignon a cortes verticales de la seccién (Figura 8.11).
Entonces: .
1O (8.21)

I, ¢

donde m&(s) = se’h/2 es el momento estatico del drea rayada AABB respecto al eje

A B~ BIENA [
4 [ u
~E==E

A B Y[ B & [”

-\
-\

~ s
s ® w®y
A ~ B / B' < -~ A
~ o £3 (2
A .

i 7

Fig. 8.11: Seccion en doble T sometida a cortante. Tensiones tangenciales
horizontales
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z. Admitiremos, por ser el espesor pequeno, que las tensiones a lo largo de BB son
paralelas y uniformes. Siendo T, I, y €’ constantes y variando m<(s) linealmente con
s, la distribucién de tensiones tangenciales en las alas serd lineal, con valor nulo en los
extremos. El sentido de las 7., se determina sin ambigiiedad por consideraciones de
equilibrio, tal y como se muestra en las Figuras 8.11 y 8.12.

La Figura 8.12 muestra las fuerzas rasantes diferenciales en el punto de unién del
ala superior con el alma. Debe cumplirse, por equilibrio de fuerzas en la direccién del
eje x, que:

dR = 2dR’ (8.22)

donde dR es la fuerza rasante en el extremo superior del alma y dR’' es cada una de
las fuerzas rasantes en las alas, y que son iguales entre si por simetria de la seccién y
antisimetria de la solicitacién respecto del eje y. Se tiene:

Talma € AT = 2 Ty1, € dz (8.23)

siendo Tama ¥V Tala las tensiones tangenciales en el alma y en las alas en el punto de
unién, respectivamente. Por tanto, por equilibrio se debe cumplir la siguiente relacién

: d Rl d R‘
‘ Ala ‘ d Ala
Alma
Jr
T
M
yei
C T
d%

Fig. 8.12: Seccion en doble T sometida a cortante. Sentidos de las tensiones
tangenciales y rasantes
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entre ambos valores:
/
Talma 2e

_ 2 (8.24)

Tala €

La distribucién final de tensiones tangenciales (con sus correspondientes sentidos) se
muestra en la Figura 8.13. En el ala inferior las tensiones tangenciales son antisimétricas
de las del ala superior, por simetria de la seccién y antisimetria de la solicitacién respecto
del eje z. Se observa en ella que, segin las aproximaciones realizadas, se cumple que
la direccién de la tensién tangencial en un punto de la seccién depende de la forma de
la seccién, y no de la direccién del esfuerzo cortante, segiin se adelanté al principio del
presente apartado.

Puede comprobarse también que la distribuciéon de tensiones hallada satisface las
ecuaciones de equilibrio interno. Llamemos R y V a las resultantes de las tensiones
tangenciales en las alas y en el alma, respectivamente; su valor puede calcularse facil-
mente hallando el drea de los diagramas de tensiones tangenciales y multiplicando por
el espesor correspondiente. En el alma, la resultante V' vale:

T o 2eh?
T [be'h?  eh?
_ e 2
IZ( ] +12) (.25b)
— T (8.25¢)
R R
1 v
Il
I
- R R

Fig. 8.13: Distribucion de tensiones tangenciales y fuerzas rasantes en seccion en
doble T sometida a esfuerzo cortante
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ya que el momento de inercia del perfil, despreciando el momento de inercia propio de

las alas, vale:
I~ be' h? N eh?
T2 12

Por otra parte, es obvio, por simetria, que la resultante total de las tensiones tangen-

(8.26)

ciales horizontales en las alas es nula, como corresponde al hecho de que 7T, = 0.

Secciéon en U

Consideremos una viga de seccién en U, sometida a esfuerzo cortante T' de direccién
paralela a su alma y de sentido ascendente. Sea h la altura del perfil y b la anchura
de las alas, €’ el espesor de las alas y e el espesor del alma. Utilizando razonamientos
andlogos a los usados en la Seccién anterior, la tensién tangencial debida al cortante T
en el punto B del ala superior (Figura 8.14b) se puede calcular como:

a) M b)

1

(S

EEER =
h/2 X -

- JfT b T

N

[ 1e
d) v \
S "
b R Ala
c) Alma
A &R
A

Fig. 8.14: Seccion en U sometida a cortante
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(s) = T?e(s) (8.27)

con mS(s) = se’h/2para ¢’ << h. En consecuencia:

T sh

= 2
7.3 (8.28)

Tz2(8)

Se observa que las tensiones tangenciales a lo largo del ala varian linealmente desde un
valor nulo en el extremo A hasta un valor médximo en la unién con el alma igual a:
T bh

T(S:b)—I 5

(8.29)

El sentido de las tensiones tangenciales viene dado por el equilibrio de las fuerzas
normales que actian sobre el drea rayada y las fuerzas rasantes, tal como se indica en
la Figura 8.14d.

La misma expresion se obtiene para el ala inferior, salvo que las tensiones rasantes
y cortantes tienen sentido contrario a las del ala superior.

Si deseamos calcular las tensiones tangenciales en el alma, por ejemplo en un punto
C situado a una distancia y por encima del eje z, el momento estdtico en este caso es:

m(y) = be’g +e <h - y) . (h + y> (8.30)

2 2\ 2
luego:
Tbe'h  Th? 25 2

Como puede deducirse de la expresién anterior, la variacién de las tensiones tangenciales
en el alma es simétrica y parabdlica, con un valor méximo en el eje z (y = 0) que es

igual a:
Tbe'h  Th?

21e + 81,

Llamemos Ry V a las resultantes de las tensiones tangenciales en las alas y en el alma,

max

T.’Ey = sz (y = 0) =

(8.32)

respectivamente (Figura 8.15); su valor puede calcularse facilmente hallando el drea de
los diagramas de tensiones tangenciales y multiplicando por el espesor correspondiente.
En el alma, la resultante V' vale:

Tbve'h?  Teh3

Vo= St hor (8.33a)
T [(be'h?  eh?

= I( 5 +12> (8.33D)

7 (8.33¢)
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M R

— — ———

W R

Fig. 8.15: Distribucion de tensiones tangenciales en seccion en U sometida a cortante

ya que el momento de inercia del perfil, despreciando el momento de inercia propio de

las alas, vale:
T2 12

Se observa que el alma toma enteramente el esfuerzo cortante, con contribucién despre-

(8.34)

ciable de las alas, que, sin embargo, estdn sometidas a tensiones tangenciales horizon-
tales. Las resultantes de estas tensiones en las alas, R, deben ser iguales y de sentidos
opuestos, por equilibrio, ya que 7, = 0.

8.5.2 Secciones cerradas

El problema general de determinar la distribucién de tensiones tangenciales producidas
por un esfuerzo cortante en una seccién cerrada de pequenio espesor es hiperestédtico,
dado que no se puede determinar el valor de las tensiones tangenciales, a lo largo de
un tdnico corte a través del espesor, utilizando sélo consideraciones de equilibrio.

Secciones cerradas simétricas

En el caso particular de que la seccién sea simétrica respecto del eje de actuacién
del esfuerzo cortante, la distribuciéon de tensiones tangenciales si puede determinarse
facilmente utilizando la férmula de Collignon.

En este caso, por simetria, las tensiones rasantes sobre el plano de simetria deben
ser nulas. Reciprocamente, la tensiones tangenciales en cortes de la seccién situados



232 CAPITULO 8. ESFUERZO CORTANTE

sobre el eje de simetria deben ser nulas. Por tanto, a efectos de cdlculo, la seccién puede
considerarse como dos medias secciones abiertas, trabajando de forma yuxtapuesta.

Tomemos, por ejemplo, la seccién tubular rectangular de la Figura 8.16a, de canto
h y ancho 2b, sometida a esfuerzo cortante ascendente de valor T'. Dada la simetria
de la seccién y de la solicitacién, puede analizarse como se muestra en la Figura 8.16b,
esto es, como dos secciones en U, de canto h y ancho b, trabajando yuxtapuestas y
soportando un cortante mitad 7'/2 cada una de ellas. La distribucién de tensiones
sobre cada una de ellas es andloga a la mostrada en la Figura 8.15. Obsérvese que las
tensiones tangenciales sobre el eje de simetria son nulas.

Andlogamente se puede analizar la seccién tubular rectangular bicelular de la Figura
8.16¢c, de canto h y ancho 4b, sometida a esfuerzo cortante ascendente de valor 7.
Obsérvese que el alma central tiene doble espesor que las almas laterales. Dada la

N ]
. X
=7 1 R R
\ 0N

! ' |
7 % G | h T2 )
e \
e?
- P
2b

c) . Ty - B d) m

R ‘ —E ‘ ) %
[ \
[ \
\

T
-
i

2b 2b

Fig. 8.16: Secciones cerradas simétricas sometidas a esfuerzos cortantes segun el eje

de simetria
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simetrfa de la seccién y de la solicitacién, puede analizarse como se muestra en la
Figura 8.16d, esto es, como cuatro secciones en U, de canto h y ancho b, trabajando
yuxtapuestas y soportando un cortante mitad 7'/4 cada una de ellas.

8.6 Centro de esfuerzos cortantes

De forma implicita, se ha supuesto en todos los desarrollos anteriores que la linea de
accion del esfuerzo cortante pasa por el centro de gravedad de la seccién. De hecho, la
posicién de dicho esfuerzo sobre el plano de la seccién no ha desempenado ningiin papel
en las consideraciones de equilibrio utilizadas para obtener la férmula de Collignon vy,
por lo tanto, la distribucién correspondiente de tensiones tangenciales (valores medios y
sentidos) debidas a la flexién simple. Sin embargo, es necesario plantearse, a posteriori,
si la resultante de dicha distribucién pasa siempre por el centro de gravedad de la
seccién. Veremos a continuacién que, en general, esto no es asf y, por tanto, es necesario
introducir el concepto de centro de esfuerzos cortantes de la seccién, como punto de
aplicacién de la resultante de las tensiones tangenciales provenientes de la flexion simple.

Consideremos un voladizo con seccién en U, simétrica respecto al eje z (principal de
inercia), sometido a un esfuerzo cortante constante a lo largo de la pieza, de valor T,
vertical ascendente, cuya linea de accién pasa por un punto C situado a una distancia
d del punto O, centro de gravedad del alma. Sea h la altura del perfil y b la anchura
de las alas, € el espesor de las alas y e el espesor del alma (Figuras 8.17a y b).

La distribucién de tensiones tangenciales que produce un cortante vertical sobre un
perfil de este tipo se estudié detalladamante en el Apartado 8.5.1, y se muestra en la
Figura 8.17c. Consiste en una distribucién lineal de tensiones horizontales sobre las
alas y una distribucién parabdlica de tensiones verticales sobre el alma. Llamaremos R
y R a las resultantes de las tensiones sobre el ala superior e inferior, respectivamente,
y V a la resultante de las tensiones sobre el alma. Para que se cumplan las ecuaciones
de equilibrio interno, el sistema formado por las fuerzas R, R’ y V (Figura 8.17d) debe
ser estdaticamente equivalente del formado por el esfuerzo cortante actuando sobre el
punto C, que se muestra en la Figura 8.17b. Para ello, debe cumplirse que:

(a) Las resultantes Ry R’ de las tensiones tangenciales en las alas deben ser iguales
y de sentidos opuestos, ya que T, = 0. Su valor puede calcularse como:

T, (be' 2 T, b2he’
y; ) por _ Ty Uhe (8.35)

1
_ pl _ =
R_R_Q e 41,
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Fig. 8.17: Centro de esfuerzos cortantes de una seccion U

(b) La resultante V' de las tensiones tangenciales sobre el alma es igual al cortante
T,, V =T,, segin se comprobé en la Seccién 8.5.1.

(c) Ademsds, por ser los esfuerzos sobre la seccién iguales a las fuerzas y los momentos
resultantes de las tensiones, el momento de las tensiones respecto a cualquier
punto debe ser igual al producido por el esfuerzo cortante T,,. Tomando momentos
respecto al punto O, debe ser:

h h
Tyd:R§—|—R’§:Rh (8.36)
de donde: [y
e
d=—"" = 8.37
T, 471, ( )

En conclusién, el sistema de tensiones tangenciales calculado es estdticamente equi-
valente al esfuerzo cortante T}, que actiia sobre la seccién solamente si éste pasa por el
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punto C'. Se observa ademds que la posicién del punto C sélo depende de la geometria
de la seccién, y no del valor del cortante actuante Tj. Es, por tanto, una caracteristica
geométrica de la seccién.

Como proposicién general podemos enunciar que existe siempre un punto en el
plano de la seccién por el que pasa la resultante de las tensiones tangenciales debidas
a la flexion simple (es decir, del esfuerzo cortante). Dicho punto es caracteristico de la
geometria de la seccién y se conoce con el nombre de centro de esfuerzos cortantes de
la seccion. El concepto de centro de esfuerzos cortantes y el método para calcularlo se
deben a R. Maillart (1922).

La introduccién del concepto de centro de esfuerzos cortantes obliga a reconsiderar
la definicién del momento torsor reducido al centro de gravedad de la seccién, tal como
se introdujo en el Capitulo 3. Consideremos una seccién solicitada por un sistema de
esfuerzos que consiste en un momento flector M, un esfuerzo cortante T y un momento
torsor M, reducidos al centro de gravedad de la seccién, tal como se muestra en
la Figura 8.18. El sistema de fuerzas formado por T'y M., reducidos al centro de
gravedad G (Figura 8.18a), es estdticamente equivalente al sistema formado por Ty
M, reducidos al centro de esfuerzos cortantes C' (Figura 8.18b), con:

—
M! = M{+CGxT (8.38a)
—
= /rXTdS+CGX/TdS (8.38b)
S S
—
— / <r+CG) x T dS (8.38¢)
S
_ / v x T dS (8.38d)
S

Fig. 8.18: Reduccion de esfuerzos al centro de esfuerzos cortantes
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donde 7 es la tensién tangencial, r = r(y,z) es el vector de posicién de un punto
genérico de la seccién respecto a G, y r. = r.(y — ye, 2 — 2¢) es el correspondiente vector
de posicién respecto al centro C, de coordenadas C(y., z.) (Figura 8.19).

Se comprueba, por tanto, que M; (en médulo) es el momento resultante de las
tensiones tangenciales totales respecto al centro de cortantes. En consecuencia, la
existencia o no del fenémeno de torsion, tal como se estudiard en el préximo Capitulo, y
de tensiones tangenciales asociadas a ésta, depende del valor del momento M;", reducido
al centro de esfuerzos cortantes, y no del valor de M; (en médulo), reducido al centro
de gravedad. Es por esta razén que M/ recibe el nombre de momento torsor real, y al
centro de esfuerzos cortantes se le llama también centro de torsion.

Entonces, hecha la reduccién del momento torsor al centro de esfuerzos cortantes,
pueden resultar tres casos:

(a) T =0y My = M} # 0. La seccién estd solicitada tinicamente a torsién o a torsion
v flexién pura (el cortante es nulo) y las tensiones tangenciales son las debidas
uinicamente al momento torsor.

(b) T'# 0y M} = 0. La seccién estd solicitada tnicamente a flexion simple y las
tensiones tangenciales son las debidas tinicamente a T pasando por el punto C.

(¢) T # 0y M # 0. La seccién estd solicitada a flexo-torsion y las tensiones tangen-
ciales totales serdn las debidas a flexién (estdticamente equivalentes al esfuerzo
cortante T' pasando por el punto C) y a torsién (equivalentes al momento torsor
Mt*)-

Fig. 8.19: Coordenadas del centro de esfuerzos cortantes
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En conclusién, es necesario conocer la posicién del centro de esfuerzos cortantes
para poder definir el momento torsor real actuante sobre la seccién. En particular, es
necesario saber en qué secciones éste no coincide con el centro de gravedad, ya que éstas
pueden estar sometidas de forma inadvertida a flexo-torsion.

Como ejemplo, veamos qué le ocurre al voladizo de seccién en U con el que hemos
empezado la discusion, segiin por donde pase la linea de accién de la carga en su extremo
(y, por tanto, del esfuerzo cortante). En la Figura 8.20a el cortante pasa por el centro
de esfuerzos cortantes C'y, en ausencia de un momento torsor M; = M; = 0, la seccién
estd sometida unicamente a flexién (por esta razon, el centro de esfuerzos cortantes
recibe también el nombre de centro de flexién). En la Figura 8.20b el cortante no pasa
por C y, por lo tanto, la seccién estd sometida a flexo-torsién, con un momento torsor
real M} =T d, antihorario, que provoca un giro de torsién del sentido indicado en la
figura. En la Figura 8.20c ocurre lo mismo, pero con un momento torsor de sentido
horario, opuesto al de la figura anterior. Este seria el caso, por ejemplo, debido a las
cargas de peso propio, ya que entonces la linea de accién de 1" pasaria por el centro de
gravedad de la seccién. Por tanto, una pieza de seccién en U, trabajando bajo la accién
de su propio peso segin su plano principal de inercia mayor, estd sometida a torsién.

a)

r

C — —

Fig. 8.20: Voladizo con seccion en U sometido a esfuerzo cortante segin diversas
lineas de accion
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8.6.1 Posicion del centro de esfuerzos cortantes

La posicién del centro de esfuerzos cortantes C' se determina directamente a partir de su
definicién, es decir, su posicién es tal que un esfuerzo cortante de direccién cualquiera,
supuesto aplicado en C' es estdticamente equivalente al sistema de fuerzas resultante de
las tensiones tangenciales debidas a dicho esfuerzo cortante. En particular, el momento
de un esfuerzo cortante de direccién cualquiera, supuesto aplicado en C, respecto a un
punto arbitrario O de la seccién debe ser igual al momento resultante de las tensiones
tangenciales debidas a dicho esfuerzo cortante, respecto al punto O (ver Figura 8.21).
Es decir:

(Y,’*xT:/roxrdS (8.39)
S

En general, ésta es una ecuacién escalar con dos incégnitas: las dos coordenadas
del punto C en el plano de la seccién. Por tanto, para resolverla hay que plantearla dos
veces, para cortantes T actuando segin dos direcciones distintas. Es habitual plantearla
para cortantes actuando segin los dos ejes principales de inercia de la seccién, ya que
esto reduce los dos casos a estudiar a sendos problemas de cortante recto (no esviado).

Cuando la seccién tiene un eje de simetria, el centro de cortantes estd en dicho eje,
por simetria, con lo que se reduce a una la coordenada incégnita del centro de cortantes.
Tal es el caso, por ejemplo, de la seccién en U estudiada anteriormente, donde la posicién
del centro de esfuerzos cortantes se ha calculado planteando exactamente la igualdad de
momentos de la ecuacién (8.39). Si la seccién tiene dos o més ejes de simetria, el centro
de esfuerzos cortantes estd necesariamente en la interseccién de dichos ejes y coincide

Fig. 8.21: Determinacion de la posicion del centro de esfuerzos cortantes
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=== U Il

Fig. 8.22: Posicion del centro de esfuerzos cortantes en algunas secciones particulares

con el centro de gravedad. Tal es el caso, por ejemplo, de las secciones rectangulares o
circulares, asf como el de las secciones simétricas en doble T

En las secciones abiertas de pequeno espesor formadas por tramos rectos que con-
curren en un punto, tales como las que se muestran en la Figura 8.22, dicho punto es
necesariamente el centro de esfuerzos cortantes, al ser nula la suma de momentos, res-
pecto de dicho punto, de las tensiones tangenciales que un esfuerzo cortante arbitrario
produce sobre la seccién.

Ejemplo 8.6.1

Se dimensiona el voladizo de la Figura 8.23 para una carga vertical descendente uni-
formemente repartida de valor p = 5 kN/m, atendiendo exclusivamente a que las ten-
siones normales no excedan el valor de la tensién admisible, o,qn = 250 MPa.  Se
pide: (a) Calcular la distribucién de tensiones normales y comprobar que no se excede
el va-lor admisible. (b) Dibujar la distribucién de tensiones tangenciales debidas al
cortante y calcular el valor méximo en la pieza. (c¢) Calcular y dibujar la posicién del
centro de esfuerzos cortantes.

Datos: A = 119,28 cm?, 2/, = —4,356 cm, I, = 22669 cm?

(a) Las leyes de momentos flectores y esfuerzos cortantes debidas a la carga p son:

1
M(z) =gpz*  ;  T(z) = pa

con valores méximos en la seccién del empotramiento (z = 10 m) de valor:

10°
Mpax =5+ 5 = 250kN - -m Twax =5-10 = 50kN
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a) p
ERBERRRREER
y <]
/=10m
b) 1 c)
i y2 B Y ooaa
8,66 8,66
1 B 30°
12,5
z,z2 D z G
2]

G
— B’
\ 8,66 \
277" (Cotasencm A'

Fig. 8.23: Voladizo del Ejemplo 8.6.1

Las tensiones normales maximas en la seccién de empotramiento pueden calcularse
mediante la férmula siguiente:

M,v 250-103- (12,5 + 8,66) - 102

Omax = I = 2.2669 - 101 Pa =233,4MPa < 0.4m

(b) La distribucién de tensiones tangenciales puede obtenerse aplicando la férmula
de Collignon:
T, mZ(s)
T =T
En el ala superior, el valor del momento estdtico m¢, en funcién de la coordenada s
(Figura 8.23b) es igual a:

S

mé(s) =es (12,548,667 — 5 sin30°) = 42,335 — 0,5 52 cm?®

Por tanto, en el punto A la tensién tangencial es nula, 74 = 0. En el punto B (s =
17,32 cm) el valor del momento estético es igual a m¢ = 583, 2 cm? y, por consiguiente,
la tensién tangencial en dicho punto es:

_ T,-583,2-107°
© 02,2669 -1074-2.1072

B —128,6 T, Pa
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con Ty en Newtons. Reemplazando en la expresién anterior el valor del esfuerzo cor-
tante Ty por Tiax = 50 kN se obtiene 7p = 6,43 MPa. Por simetria de la seccién
y antisimetria de la solicitacién, las tensiones en el ala inferior son 74 = 74 =0y
T = T = 6,43 MPa. Los sentidos de las tensiones en las alas son los de la Figura
8.24b, tal y como puede deducirse por sencillas consideraciones de equilibrio.

En el alma, el momento estético respecto al eje z puede calcularse en funcién de la
coordenada y del corte (Figura 8.23b):

1
mZ(y) = 583,2+ (12,5 — ) e (12,5 +y) = 739,45 — y? cm?

y el valor méximo del mismo, para el punto D (y = 0cm), es m¢(y = 0) = 739, 5cm?;
la tensién tangencial en dicho punto es:

_ T,-739,45-10°°
02,2669 -10"%-2.1072

D =163,1T, Pa
con T, en Newtons. Para el esfuerzo cortante Tr,,x = 50 kN resulta igual a 7p = 8,155
MPa.

Observar lo reducido del valor de las tensiones tangenciales debidas al cortante
frente a las tensiones normales debidas al momento flector.

(c) Al ser la seccién simétrica respecto al eje z, el centro de esfuerzos cortantes C
estard necesariamente situado sobre dicho eje, y hay que calcular su posicién sobre éste.
Para ello supongamos ésta conocida y apliquemos sobre la seccién un cortante vertical
que pase por el centro de esfuerzos cortantes, tal como se muestra en la Figura 8.24a.
La correspondiente distribucién de tensiones tangenciales es conocida, ya que coincide
con la calculada en el apartado anterior de este ejemplo. Calculemos el valor de las

a) b) W c) R
/ Tg /// AH{Q

e ‘ //
o7 Me| o 1 G o |
~ o | ~ \%
N N
| ~
% o -
- \ % 21,65 R'l

Fig. 8.24: Determinacion de la posicion del centro de esfuerzos cortantes
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resultantes de las tensiones tangenciales en las alas Ry R y en el alma V (Figura
8.24b):

5=17,32 e 17,32

b} T T bl

R — / Weds:y/ (427328_07582)618:(),2419Ty
s=0 IZ € z J0

Q = Rsin30° = 0,1210 T,

y=12,5 T mé 27T 12,5
Vo= 2/ Lymi®) g, - y/ (739,45 — y2) dy = 0, 7580 T,
y=0 IZ e Iz 0

Noétese que V' + 2Q = T,,. Igualando momentos respecto al punto O de los sistemas de
fuerzas formados por T; (Figura 8.24a) por un lado, y las resultantes R, R y V, por
otro (Figura 8.24c), se obtiene:

T,d=V-21,65 = d:21,65TK = 16,41 cm
Y

que proporciona la posicién del centro de esfuerzos cortantes C sobre el eje de simetria
de la seccion.



9 Momento Torsor

9.1 Introduccién

Una pieza prismdtica estd sometida a torsion simple cuando sobre sus secciones actia
dnicamente un momento resultante que tiene componente sélo segin el eje x de la
pieza, es decir, un momento torsor, M; (Figura 9.1a). Si el momento torsor actuante
es constante a lo largo de la pieza, se dice que el estado es de torsién pura.

Recordemos que la determinacién del momento torsor debe hacerse respecto al
centro de esfuerzos cortantes C' de la seccién, para poder determinar de esa manera
el momento torsor real que actia sobre ella (ver Seccién 8.6 dedicada al centro de
esfuerzos cortantes). En este Capitulo se entenderd siempre que el momento torsor M
al que se hace referencia es el momento torsor real. y, por tanto, se prescindird del
calificativo correspondiente.

a)

M,
G-

Y/

Fig. 9.1: Pieza sometida a momento torsor

243
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Dado que los diferentes esfuerzos que actidan sobre una seccién son las fuerzas y
momentos resultantes de las tensiones que actian sobre dicha seccién, en el caso de
torsion pura con momento torsor M,; constante, deben cumplirse las igualdades:

N = /deS—O ; T, = /Tmde =0
S S
T, = /TmZdSZO s My = /(szy—Twyz)dS (9.1)
S S
M, = /szdS:O ; Mz:—/axde:0
S S

donde las distancias y, z se miden respecto al centro de esfuerzos cortantes C' (Figura
9.1). La actuacién de un momento torsor sobre la seccién implica la aparicién de
tensiones tangenciales sobre la seccién (Figura 9.1b), de tal forma que se cumplan las
relaciones integrales:

T:/TdS:() ; Mt:/I'CXTdS (9.2)
S S

donde r, es el vector de posicién respecto al centro de esfuerzos cortantes. En los casos
tratados en este Capitulo, las tensiones longitudinales son nulas, o, = 0. La torsién
no uniforme, no tratada aqui, es un caso notorio en que las tensiones normales no son
nulas.

Como en Capitulos anteriores, estas ecuaciones integrales no bastan para determinar
la distribucién de tensiones tangenciales, por lo que es necesario hacer hipdtesis sobre
la deformacién de la rebanada, cuya validez debe ser avalada por la experiencia.

El estudio general de piezas prisméticas sometidas a momento torsor es un tema
complejo que escapa de las hipétesis fundamentales en las que se basa la Resistencia de
Materiales. La dificultad principal consiste en que, en general, las secciones sometidas a
torsién no permanecen planas, sino que sufren deformacién fuera de su plano, fenémeno
conocido con el nombre de alabeo. En funcién de este hecho, se distingue entre torsion
uniforme, cuando el alabeo relativo es despreciable, y torsién no uniforme, cuando el
alabeo relativo debe ser considerado.

La torsién uniforme se estudia mediante la teoria de Coulomb, vélida para secciones
en las que no se produce alabeo de la seccién, y la teorfa de Saint-Venant, mdas ge-
neral, vdlida para situaciones sin alabeo relativo. Ambas teorias son compatibles con
el planteamiento general de la Resistencia de Materiales. Por el contrario, cuando el
alabeo relativo es relevante no se cumple el principio de Saint-Venant, es decir, las
tensiones en una seccién no dependen exclusivamente del valor del momento torsor
sobre ella. En estas situaciones el estudio queda, estrictamente hablando, fuera del
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campo de aplicacién de la Resistencia de Materiales. El problema se puede resolver
con un planteamiento ad hoc adecuado, lo que se conoce como teoria de la torsion no
uniforme, o mediante el planteamiento general de la teoria de la elasticidad.

En este Capitulo se estudiard en detalle la torsién simple de barras cilindricas de
seccion circular, mediante la teoria de Coulomb. Se introducird, asimismo, la teoria
de Saint-Venant para torsién uniforme, y se describirdn las analogias oportunas para
considerar la torsién de piezas de seccién arbitraria, obteniéndose resultados de interés
practico para el estudio de perfiles de pequeno espesor, tanto abiertos como cerrados.
En resumen, en lo que sigue se tratara tinicamente el caso de torsién uniforme, dejando
el tratamiento de situaciones de torsién no uniforme para los libros especializados.

9.2 Torsiéon de Coulomb

9.2.1 Seccidén circular

Consideremos una pieza prismédtica recta de seccién circular constante, sometida a
un estado de torsion pura bajo la accién de dos momentos M;, iguales y de sentidos
opuestos, aplicados en sus secciones extremas.

Sencillas consideraciones geométricas, basadas en la simetria de la pieza y de la
solicitacién (Figura 9.2), permiten asegurar que en la deformacién por torsion:

e las secciones rectas giran alrededor de su centro de gravedad, por simetria axial
respecto al eje de la pieza.

e las secciones rectas se conservan circulares y planas en la deformacién. En efecto,
las secciones deben permanecer circulares por simetria axial respecto al eje de la
pieza. Ademads, deben permanecer planas por simetria de la solicitacién respecto

= @ } - A'

Fig. 9.2: Pieza de seccidon circular sometida a torsion pura

de cualquier seccién recta.
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e los radios de la seccién se conservan rectos en la deformacién, por simetria de la
solicitacién respecto de cualquier seccién recta.

e el dngulo entre dos radios cualesquiera de la seccién permanece inalterado en la
deformacién, por simetria axial respecto al eje de la pieza.

En resumen, la deformacién por torsién de piezas rectas de seccién circular se puede
describir mediante la hipétesis de C. A. de Coulomb (1784), que puede enunciarse:

“en una pieza recta de seccién circular sometida a torsién pura, la deformacion es tal
que cada seccion gira alrededor de su centro sin deformarse en su plano y sin alabearse,
como si fuera un disco rigido. Las fibras longitudinales de la pieza se deforman en
hélices”.

Bajo la hipétesis de pequenos movimientos y deformaciones, los giros de torsién son
suficientemente pequenos y la curvatura de los arcos de hélice de las fibras deformadas
puede suponerse despreciable, es decir, éstos pueden suponerse rectilineos.

La hipétesis de deformacién de Coulomb es puramente geométrica, puede verificarse
experimentalmente y concuerda con los resultados de la Teorfa de la Elasticidad, incluso
cuando el momento torsor es variable a lo largo del eje de la pieza, es decir, en situaciones
de torsién simple.

Analicemos una rebanada diferencial de longitud dx de una pieza prismédtica de
seccién circular sometida a torsién simple, tal como se muestra en la Figura 9.3a.
Consideremos en ella el elemento diferencial ABC D, situado sobre un cilindro de radio
p, concéntrico con el eje de la pieza; dicho elemento se deformard a torsién segin el
“paralelogramo” ABC'D' de la Figura 9.3b, donde AC" y BD' son segmentos de hélice
de longitud infinitesimal, por lo que pueden considerarse rectilineos.

La deformaciéon angular del elemento vendrd dada por:

CC"  pde,
AC  dx

donde se ha introducido el dngulo de torsién, ¢,, v el dngulo de torsién por unidad de

v~ tany = =pb (9.3)

longitud, 0 = d¢,/dz. Obsérvese que el giro de torsién, ¢,, es un angulo; por tanto,
es adimensional, y se mide en radianes [rad]. Por el contrario, el giro de torsién por
unidad de longitud, 6, es un dngulo por unidad de longitud y se mide en [rad/L].

Se tiene, por consiguiente, que las distorsiones son proporcionales a p:

v =p0 (9.4)

De acuerdo con la ley de Hooke, la tensiones tangenciales en el elemento ABCD son
proporcionales a las deformaciones, de la forma:

T=Gvy=Gpb (9.5)
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donde G es el médulo de rigidez a cortante del material. Estas tensiones tangenciales
tienen las direcciones y sentidos que se muestran en las Figuras 9.3a y ¢. Se observa
que las tensiones tangenciales en un punto de la seccién son perpendiculares al radio
que pasa por dicho punto, y que varfan linealmente con la distancia p al centro de la
seccién. Por tanto, los valores médximos se dan en el contorno de ésta.

El momento resultante de las tensiones tangenciales debe ser igual al momento
torsor actuante M;; por consiguiente:

Mt:/pTdS:/GQdeS:GH/pZdS:GHIP (9.6)
S S S

donde I, es el momento polar de inercia de la seccién circular. Para un circulo de radio
r,es I, = 7wrt/2, y el giro de torsién por unidad de longitud @ vale:

—— (9.7)

Fig. 9.3: Rebanada sometida a torsion de Coulomb
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en la expresién (9.5) de las tensiones tangenciales, se obtiene:

M p
I

T = (9.8)
Por tanto, en una seccién circular el valor de la tensién tangencial méxima se da en la
circunferencia exterior y su valor viene dado por la expresion:

Myr  2M;
T = —— = —
e I, Ar

(9.9)

Es interesante resaltar que los elementos diferenciales tales como el de la Figura 9.4
estdn sometidos a cortante puro. A este estado tensional le corresponden tensiones
principales 01 = —02 = Tmax €n direcciones a £45° con el eje longitudinal de la pieza.

Si el material de la pieza tiene resistencias a traccién y compresién de valores
parecidos, la rotura a torsién se produce en un plano perpendicular al eje de la pieza,
cuando la tensién tangencial méxima alcanza el valor de rotura. Este tipo de rotura
es comun en la mayorfa de los metales y generalmente es de cardcter dictil. Por el
contrario, si el material de la pieza resiste menos a traccién que a compresion la rotura
se produce por traccién, apareciendo grietas helicoidales a 45° con el eje de la pieza.

Superficie de
a) .~ rotura ductil
Tmax —|
M, + M;
il
b)
G,
M, < M,

Superficie de \/45 °

rotura fragil

Fig. 9.4: Superficies de rotura de pieza sometida a torsion de Coulomb: (a) rotura
ductil, (b) rotura fragil
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Este tipo de rotura es, generalmente, de cardcter fragil y se da en materiales como el
hierro fundido, el hormigén o las rocas.
El giro total de la pieza debido a torsién, entre sus secciones extremas, es:
M, (x)

¢ :/Gdaz: M@ (9.10)
’ l o GIp(x)

donde [ es la longitud total de la pieza. En el caso particular de torsién pura y pieza
de seccién constante, el giro total de torsién resulta:
Myl

¢I_Glp

(9.11)

9.2.2 Seccién circular hueca

Consideremos una seccién circular hueca, con r, y r; como radios exterior e interior de
la seccién, respectivamente, tal como se muestra en la Figura 9.5. Las consi-deraciones
geométricas y las expresiones obtenidas en las dos Secciones anteriores son, obviamente,
aplicables también en este caso. De hecho, la seccién hueca puede considerarse “com-
puesta” por dos materiales, de los cuales el material “interior” tiene un coeficiente de
equivalencia nulo, y la distribucién de tensiones en una seccién tubular es la represen-
tada en la Figura 9.5.
El momento de inercia polar I, y el médulo de torsién de la seccién hueca valen:

(9.12)

T max

Fig. 9.5: Seccion circular hueca
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Ademais, si el espesor de la seccién es pequeiio en relacion al radio exterior se puede
aproximar:
-~ 3 _ 2
I, ~2mr, e=Ar;, (9.13)

con A = 27rpe, igual al drea de la seccién. De esta manera, en una seccién circular
hueca de pequeno espesor, la tensién tangencial debida al momento torsor M; se puede
considerar uniforme en toda la seccién y de valor:

M,
Tmed = Ar
m

(9.14)

Se observa asf que el material estd muy bien aprovechado en las secciones tubulares de
pequeno espesor solicitadas a torsién, ya que todo el material estd sometido a tensién
practicamente uniforme.

9.2.3 Secciones cerradas de pequeno espesor

Sea una rebanada de una pieza de seccién cerrada de pequeno espesor sometida a
torsién uniforme y consideremos el equilibrio de un elemento diferencial como el de la
Figura 9.6. Por ser el espesor pequeno, admitiremos que la distribucién de tensiones
tangenciales a través del espesor es uniforme.

Por equilibrio de fuerzas segiin la direccién del eje x, debe ser:

Tpepdr — Teecdr =0 (9.15)

AN

Fig. 9.6: Seccion cerrada de pequenio espesor
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donde e es el espesor en un punto dado de la seccién. De la expresién anterior, se
deduce que:
Tpep = Te€e = q = cle (9.16)

Lo que significa que el flujo de tensiones tangenciales a través del espesor, ¢ = Te, es
constante en toda la seccién (hipétesis de Bredt).

Para hallar la tensién sobre cada corte de la seccién se establece la igualdad entre
el momento resultante de las tensiones y el momento torsor actuante, respecto de un
punto interior O cualquiera. Se tiene:

Mt:/erS:j{rTed(s:j(I{qrds:qfrds:qf 2dS,, =2q¢Sm (9.17)
S s s s '

donde r es la distancia al punto O (arbitrario) de la tangente en un punto dado de la
linea media, s es la longitud de arco medida sobre la linea media, y .S, es la superficie
encerrada por la linea media de la seccién (Figura 9.7).

Por tanto, el flujo de tensiones ¢ es igual a:

M,
25m

q:Te:

(9.18)

Esta expresién se conoce como primera férmula de Bredt.
Por consideraciones energéticas, se puede deducir que en secciones cerradas de pe-
queno espesor el giro de torsién por unidad de longitud, 6, es:

_ 1 q
H_QGSmjéedS (9.19)
[

Fig. 9.7: Area encerrada por la linea media
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y al sustituir 7 = q/e = M;/ (2Sn€), se tiene:
M, M,

0: - =
casy g% Gl

(9.20)

ecuacion que se conoce como segunda férmula de Bredt, y de la que se obtiene el valor
de la inercia a torsién en este tipo de seccién:

I =—"n (9.21)
$o—

ds
Donde la integral §S — es el perimetro de la seccién media partido por el espesor. En el
e

L.
caso de secciones medias poligonales este término es igual a >, — siendo [; la longitud

(2
de cada lado del poligono y e; el espesor correspondiente.

Ejemplo 9.2.3.1

Calcular la inercia a torsién y el méximo momento torsor que puede resistir una pieza
de seccién anillo circular cerrado de radio r y de espesor e (Figura 9.8) si la tensién
tangencial admisible es Taqm -

{ Tadm

Fig. 9.8: Anillo circular cerrado

La inercia a torsién de la seccién cerrada vale (ver Ec. (9.21) y Ec. (9.13a)):

482 A(mr?)?
2mr

I; = ds = =2mrde = Ar? = I,
jT =

e
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y comparando con la inercia a torsién de la misma seccién abierta (ver Ejemplo 9.3.5.1)
se tiene la relacion:

(T, 1A

(&

(I),e = Ar? 5 (r)2

El momento torsor maximo es, segin la ecuacién (9.18):
M = 28, Taqme = 2772 Tadm = AT Tadm

y todos los puntos de la seccién trabajan a tensién 7,qm, al ser el espesor uniforme.

Ejemplo 9.2.3.2

Dimensionar la longitud a de la seccién de la Figura 9.9, solicitada por un momento
torsor M; = 150 kN-m, sabiendo que la tensién tangencial admisible es 7,4, = 100 MPa.
Calcular el dngulo de torsién por unidad de longitud si el médulo de rigidez transversal

es G = 100 GPa.
lcm
)
oo™
A

a

Fig. 9.9: Seccion del Ejemplo 9.2.3.2

El valor de la tensién tangencial es uniforme en toda la seccién y vale:

M;
25,e

B 150 - 10° . 1,5 107

- MP
2 (a-21,0 + 7 -10,52) - 10-4-10-2 42,00+ 692,72 °
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Haciendo 7 < 7,44 = 100 MPa se tiene a > 19,22 cm. La inercia a torsién de la
seccion para a = 20 cm vale:

457, 4AS?

I, = S
€

§ds A
e
4-(20,0-21,0 +7-10,5%)°
= : : ! = 22168, 14 cm?*
2.(20,0+7-10,5) " 68,14 cm

1,0

Luego el angulo de torsién por unidad de longitud vale:

M,
GI;
150 - 10
= 100.10°.2,2168 101 "2V/™

= 6,766-1073 rad/m = 0,387 “m™*

9.3 Torsion de Saint-Venant

9.3.1 Formulacién general

Como hemos visto, la solucién del problema de la torsién de una pieza de seccién circular
se obtiene admitiendo como hipétesis de deformacién que las secciones rectas de la pieza
permanecen planas y giran sin deformarse. Esta hipétesis, formulada por Coulomb, fue
aplicada mds tarde por Navier al caso de una pieza prismética de seccién rectangular,
llegando a la conclusién errdnea siguiente: para un determinado momento torsor My,
el dngulo de torsioén es inversamente proporcional al momento polar de inercia respecto
al baricentro de la seccién y los valores méximos de la tensién tangencial se producen
en los puntos més alejados de dicho punto.

Por otro lado, en ensayos experimentales realizados con piezas de seccién rectangular
se comprueba que

(a) la distorsién angular es maxima en los puntos medios de los lados més largos
del rectdngulo, que no son los puntos mds alejados del baricentro de la seccién,
mientras que en las esquinas, que sf lo son, la distorsién es nula. Esto implica
que la distribucién real de tensiones tangenciales en una seccién rectangular es
tal como se muestra en la Figura 9.10b, y

(b) las secciones rectas de las piezas no permanecen planas al ser sometidas a torsion,
sino que se alabean.
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Tmax

C | c”

T

Fig. 9.10: Distribucion de tensiones tangenciales de torsion en una seccion
rectangular: (a) teoria de Coulomb, (b) teoria de Saint-Venant

Estas evidencias experimentales indican claramente que la teoria de Coulomb no es
adecuada para representar el fenémeno de torsién en piezas de seccién no circular.

La solucién exacta del problema de torsién uniforme en piezas prisméticas de forma
arbitraria fue obtenida por Saint-Venant (1853), suponiendo que la deformacién es
uniforme, esto es, idéntica para todas las secciones de la pieza y que consiste en:

(a) una rotacién rigida de las secciones en su plano, y
(b) un alabeo de las secciones fuera de su plano.

Se demuestra (Teoremas de Reciprocidad) que el centro de giro de las secciones
en su plano es, precisamente, el centro de esfuerzos cortantes, cuya posiciéon puede
calcularse tal y como se mostré en el Capitulo 8. Por esta razoén, al centro de esfuerzos
cortantes se le llama también centro de torsion de la seccién. En torsién uniforme, al
lugar geométrico de los centros de torsion se le llama eje de torsion, y es un eje paralelo
a la directriz de la pieza.

En la Figura 9.11 se muestra la deformacién en torsién pura de dos piezas prismati-
cas, una de seccién circular y otra de seccién rectangular. La pieza de seccién circular
se deforma segin la hipétesis de Coulomb, esto es, sin alabeo, y las secciones rectas
permanecen planas. Por el contrario, la pieza de seccién rectangular se deforma segin
la hipétesis de Saint-Venant, y las secciones rectas giran en su plano y ademds dejan
de ser planas, es decir, se alabean.

Obviamente, la teoria de Coulomb es un caso particular de la teoria de Saint-Venant
en el que el alabeo es nulo.
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b)

a)

Fig. 9.11: Deformacion por torsion: (a) pieza de seccion circular (b) pieza de seccion
rectangular

En la teoria de Saint-Venant tanto el giro de torsién por unidad de longitud, 8, como
el alabeo son uniformes a lo largo de la pieza. El suponer que el alabeo es uniforme
para todas las secciones simplifica el planteamiento del problema, ya que de esta forma
no aparecen tensiones normales debidas al fenémeno de alabeo.

Sin embargo, es frecuente que una pieza sometida a torsién tenga alguna seccién
transversal obligada a permanecer fija, como es el caso de las secciones de empotramien-
to que no pueden alabearse durante la torsién. Esta restriccién del alabeo de una seccién
transversal da lugar a la aparicién de torsién no uniforme a lo largo de la pieza.

La influencia que el alabeo no uniforme tiene en el comportamiento de una pieza
solicitada a torsién puede ser importante cuando las secciones rectas son abiertas y de
pequeno espesor, pero es despreciable en los restantes tipos de secciones.

El estudio completo del problema de torsién uniforme (o de Saint-Venant) se hace
mediante la teorfa de la Elasticidad.

La solucién del problema eldstico de torsién uniforme en secciones de forma arbi-
traria es un problema matemadtico complejo, que a menudo se resuelve mediante méto-
dos numéricos aproximados, tales como las diferencias finitas, los elementos finitos o
los elementos de contorno.
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9.3.2 Analogia de la membrana

De forma alternativa a la resolucién del problema eldstico de torsién uniforme mediante
métodos analiticos o numéricos, la solucién del mismo puede abordarse mediante la
analogia de la membrana. Imaginemos una membrana eldstica homogénea cuyos bordes
se mantienen fijos sobre un contorno igual a la seccién recta de la pieza que se desea
estudiar, sometida a una traccién uniforme en sus bordes y a una presién normal
también uniforme (Figura 9.12a). Si la seccién es multiplemente conexa, es decir, tiene
huecos interiores, éstos se cubren con placas rigidas de peso despreciable (Figura 9.12b).

Sea ¢ la presién normal por unidad de superficie de la membrana y @ la traccién
uniforme por unidad de longitud del contorno de la misma. Se puede demostrar que
el problema de deformacién de la membrana y el problema eldstico de torsién uni-
forme tienen una formulacién anédlitica andloga. Por tanto, mediante la representacién
de la superficie deformada de la membrana por curvas de nivel se pueden obtener,
por analogia, varias conclusiones importantes relativas a la distribucién de tensiones
tangenciales en el problema de la torsion:

(a) La tension tangencial en un punto genérico de la seccién tiene la direccién de
la tangente a la curva de nivel que pasa por dicho punto (Figura 9.13). En particular,
la tensién tangencial en el contorno es paralela a éste.

(b) La magnitud de la tensién tangencial 7 en un punto genérico de la seccién es
andloga a la pendiente de la membrana en dicho punto (Figura 9.13). Por tanto, la

b) Placa sin
peso
=
|

|
| Placa sin

T

Fig. 9.12: Analogia de la membrana: (a) dominio conexo (b) dominio con “hueco”
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Fig. 9.13: Analogia de la membrana

tensién tangencial serd mayor en las zonas de la seccién donde la membrana presente
mayor pendiente y cuanto mas cercanas estén las curvas de nivel entre si.

(c) El momento torsor que actia sobre la seccién es andlogo al doble del volumen
encerrado por la membrana deformada.

Por tanto, la analogia de la membrana proporciona una imagen cualitativa y cuanti-
tativa de la distribucién de tensiones tangenciales que aparecen en una seccién sometida
a esfuerzo torsor.

a) b) <)

A1_<_—€B1 ) A,

G

l =

D, ¢ K D,

Fig. 9.14: Distribucion de tensiones sobre secciones de distintas geometrias
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Asi por ejemplo, en una seccién rectangular, los vértices Ay, By, C1, Dy tienen ten-
sién tangencial nula, ya que la pendiente de la membrana es nula en dichos puntos, y las
trayectorias de tensién son como las de la Figura 9.14a; las tensiones maximas se dan en
los puntos medios de los lados mds largos, F1 y F, donde la pendiente de la membrana
es mdxima. Por consideraciones andlogas se deduce que en una seccién como la de la
Figura 9.14b, la tensién es nula en los dngulos salientes (Ag, B2, Ca, D2, E») e infinita en
los d4ngulos entrantes (F»). En la practica, se evita este tipo de singularidad redonde-
ando los dngulos entrantes. En la Figura 9.14c se muestran las trayectorias de tensién
para una seccion circular hueca; por simetria central, éstas resultan ser circunferencias
concéntricas, resultado coincidente con la teoria de Coulomb.

9.3.3 Seccién rectangular

La solucién del problema de torsién uniforme en piezas de seccién rectangular puede
obtenerse de forma analitica resolviendo el correspondiente problema eldstico sobre un
dominio rectangular. Sin embargo, los métodos que hay que utilizar estdn mds alld
del nivel de desarrollo matemaético utilizado en este libro. A través de la analogia de
la membrana se tiene una imagen cualitativa de las trayectorias de tensién obtenidas,
esto es, de la direccién de las tensiones tangenciales, que son como las mostradas en la
Figura 9.14a.

Para una seccién rectangular de lados b x ¢, donde b es el lado més largo, la mdxima
tensién tangencial se da en los puntos medios de los lados méds largos del rectangulo y

vale:
M;

Tmax — abc? (922)

donde « es un valor que depende de la relacién b/c > 1. El giro de torsién por unidad

de longitud vale
M,

0= G Bbc3

(9.23)

donde f también depende de la relacién b/c. La Tabla 9.1 proporciona valores de los
coeficientes o y  para varios valores de esta relaciéon. Obsérvese que tanto « como (8
tienden a valer 1/3 cuando el recténgulo es largo y estrecho.

b/c 1 1,5 2 3 6 10 00
o | 0,208 | 0,231 | 0,246 | 0,267 | 0,299 | 0,312 | 0,333
g | 0,141 | 0,196 | 0,229 | 0,263 | 0,299 | 0,312 | 0,333

Tabla 9.1: Coeficientes para secciones rectangulares
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9.3.4 Secciones rectangulares estrechas

La analogia de la membrana permite obtener una solucién muy sencilla del problema
de la torsién de una pieza prismdtica de seccién rectangular estrecha de dimensiones
bx c, conb>> c (Figura 9.15).

En efecto, si el rectdngulo es suficientemente largo, se puede despreciar el efecto
de los extremos de éste sobre la deformacién de la membrana en zonas suficientemente
alejadas de ellos. Esto equivale a decir que, salvo en las zonas préximas a los extremos,
la membrana se deforma en forma de cilindro parabdlico (Figura 9.15a). En este caso:

MtC _ MtC
%bc?’ a It

M M
=t == 9.24
G %bc3 GIt ( )

Tmax = y 0
donde I; = bc®/3 es la inercia a torsién de la seccién.

Ademsds, en la pardbola la pendiente varia linealmente; por tanto, la distribucién
de tensiones tangenciales, a lo largo de un corte transversal AA’, es lineal:

z M, 2z
T(Z) = 7—maxc/72 = ;t (9.25)

con los valores maximos en los puntos A y A’ del contorno.
Las expresiones anteriores son tanto mds aproximadas cuanto mayor es la relacién
b/c. Para b/c > 10 pueden considerarse como exactas.

a) ?y b) i c)
— S _ .
o
A Al QA A Q 5 A Al
“b %WHHqHwarm

o
! !

Fig. 9.15: Analogia de la membrana en seccion rectangular estrecha
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9.3.5 Perfiles laminados abiertos

Las expresiones (9.24) y (9.25), obtenidas para secciones rectangulares estrechas, pueden
aplicarse, de forma aproximada, a secciones abiertas delgadas de espesor uniforme que
no sean rectangulares, pero que puedan ser “rectificadas” para tomar dicha geometria.
En ellas se toma como magnitud “b” la longitud “rectificada” de la linea media de la
seccién y como espesor “e” (Figuras 9.16a y 9.16b) . El argumento para esta general-
izacién consiste en suponer que la deformada de la membrana serd, aproximadamente,
un cilindro parabdlico de longitud b.

En el caso de perfiles laminados “ramificados”, en los que las longitudes y los es-
pesores de las “ramas” que los componen son distintos, pero se cumple que b;/e; >> 1
(Figura 9.16¢), se considera adecuada la siguiente aproximacion.

Sea m; la parte de momento torsor absorbido por la “rama” ¢ — ésima y sea 6
el dngulo de torsién de la seccién, supuesta igual para todas las “ramas” (torsién
uniforme). Si consideramos que cada rama resiste una fraccién del momento torsor
total proporcional a su propia rigidez a torsién, m;, tal que >, m; = My, se tiene:

my; Mt
0= == 9.26
Glbcd Gy, i) (920
Por tanto, se puede definir:
I = 2} (I); = 2} Sbiei (9.27)
a) b) e c) , by .
y - ! !
[ ) o
[ —1
[ A ‘ €
e b ‘ b2
€
B ‘ 63
?
1

[P —
on
[
—LL]

Fig. 9.16: Perfiles abiertos: a) y b) de espesor uniforme c) con variacion de espesores
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como la inercia a torsién de la seccién (suma de las correspondientes a las distintas
ramas). Ademds, segin la analogia de la membrana, la tensién méxima en cada “rama”
se dard a lo largo de su contorno, y valdra:

Mt €;

(Tmax); = GOe; = T, (9.28)

Hay que senalar que esta aproximacién desprecia los efectos locales que ocurren en
los dngulos entrantes de la seccién, tales como los dngulos A y B de la Figura 9.16b.
Sin embargo, la analogia de la membrana predice que en los dngulos entrantes de
dichas uniones la tensiones tienden a infinito. En la préactica, dichas singularidades
se evitan redondeando dichos dngulos. Puede demostrarse mediante la teoria de la
elasticidad que la relacién entre la tensién méxima real, Ty.x, y la tensién predicha por
las expresiones anteriores, Tyax, €n estos dngulos es funcién de la relacién R/e entre el
radio de curvatura R de la unién y el espesor e de la pieza, tal como se muestra en la
Figura 9.17.

3.5
3.0
25
TmaX
Tmax
2.0 \
1.5 /
1.0
0 0.5 1.0 1.5 2.0
R/e

Fig. 9.17: Efecto de concentracion de tensiones en dngulos entrantes en funcién de la
relacion radio/espesor
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Ejemplo 9.3.5.1

Calcular la inercia a torsién y el médximo momento torsor que puede resistir una pieza
de seccién anillo circular abierto de radio r y espesor e, para una tensién tangencial
admisible T,qm-

\'\K Tadm

8 | l
I

€

Fig. 9.18: Anilllo circular abierto

La inercia a torsién de la seccién es:

1 1 1
I = gbe3 = §27r7“ ed = §A e?

y por tanto, segun la ecuacién (9.24b),

It T 1
max adm
Mt = 7@ = gAeTadm

y la tension 7,qm se alcanza sélo a lo largo del contorno de la seccién.
Si se compara este resultado con el obtenido en el Ejemplo 9.2.3.1 para la seccién
cerrada de igual drea se tiene una relacion:

(thax)ce . AT Tadm _ 3 (C)

(Mgnax)ab B %AeTadm €

Ambos resultados demuestran la superioridad de las secciones cerradas frente a las
abiertas desde el punto de vista de la resistencia frente a la solicitacién de torsién
uniforme.
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Ejemplo 9.3.5.2

El voladizo de la Figura 9.19 trabaja con una carga vertical descendente uniformemente
repartida de valor p = 5 kN/m (ver Ejemplo 8.8.1.1. del Capitulo 8). Si el plano de
actuacién de las cargas verticales es el que contiene a los centros de gravedad de las
secciones, se pide: (a) Calcular el momento torsor real que actia sobre cada seccién.
(b) Calcular el valor maximo de las tensiones tangenciales debidas al momento torsor,
en la seccién mas solicitada. Comparar con los resultados obtenidos en el apartado (b)
del Ejemplo 8.8.2.1. y comentar. (c) Calcular el giro de torsién que sufre el extremo
del voladizo y comentar el resultado. Tomar G = 80 GPa.

\L—
X / 8.66
p <—+ —
N
l l b 25 Cotas en cm
' /=10m ' )

8.66

N —

15

Fig. 9.19: Voladizo del Ejemplo 9.5.5.2

(a) Segun se calcul6 en el Ejemplo 8.8.1.1 del Capitulo 8, el centro de esfuerzos
cortantes de la seccién C' estd situado sobre el eje de simetria de la seccién, a la izquierda
del alma, a 9,596 cm del centro de gravedad G. Al actuar las cargas en el plano que
contiene a los centros de gravedad de las secciones y puesto que el centro de esfuerzos
cortantes no coincide con el centro de gravedad, se produce en cada seccién un momento
torsor real de valor:

M; =T, -CG=9,59-10"2T, kN -m

con el cortante T} expresado en kN.
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e
™~

Fig. 9.20: Posicion del centro de esfuerzos cortantes y momento torsor real

/

(b) Al tratarse de un perfil abierto de pequenio espesor, las tensiones tangenciales
maximas debidas al momento torsor M; pueden calcularse mediante la expresién:
Mt &
I

T =

siendo e el espesor del perfil. La inercia a torsién de la seccién es igual a:
1
3

donde b es la longitud de la linea media del perfil. Por tanto, el valor de la tensién

1
I, = gbe?’ = 2(25+2-17,32) - 23 = 159, 04 cm?
tangencial maxima es:

9,596 - 10727, - 103 21072
T =
A 159, 04-10-8

Pa =1,207T, MPa

con Ty en kN. Para el valor mdximo del esfuerzo cortante Ti,.x = 50 kN, la tensién
tangencial maxima debida a la torsién es Ty, = 60,35 MPa.

Si se compara este resultado con el obtenido en el apartado (b) del Ejemplo 8.8.1.1,
se observa que la tensién tangencial maxima debida al momento torsor es aproximada-
mente siete veces mayor que la tensiéon tangencial maxima debida al esfuerzo cortante.

(c¢) El giro de torsién por unidad de longitud es igual a:

M _@-Ty _m'px
-G, GIL, Gl
donde CG = 9,596-1072 m, p = 5kN/m y GI; = 127232 N-m?2. Por tanto, el valor del
giro de torsién que sufre el extremo del voladizo es igual a:

0 rad/m
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CGp [ CG pl?
= = = = 1 = 1 10
o3 /ZHd:n aL /O rdx 5G1, 0,189 rad 0,8

Como puede observarse el valor del giro de torsién en el extremo del voladizo
es muy elevado, y queda fuera de las hipétesis de pequenios movimientos. La seccién
deberfa redefinirse para limitar el giro por torsién.

Ejemplo 9.3.5.3

La seccién rectangular hueca de la Figura 9.21a estd abierta en el punto medio de su
base inferior, mediante un corte de ancho despreciable. La seccién estd sometida a
un esfuerzo cortante paralelo al eje y aplicado en el alma vertical izquierda. Calcular:
(a) el momento torsor real que actia sobre cada seccién, (b) el valor méximo de las
tensiones tangenciales debidas al momento torsor, en la seccién més solicitada. (c)
la tensién tangencial méxima que se produce en la seccién, (d) el valor méximo del
cortante T}, que soporta la seccién si la tensién tangencial admisible es 7,4, .

Datos: b= 20cm, h = 40cm, e = 1cm, dog = 42,86 cm, Ty, = 20kN, 7,qm = 150 MPa,
G =100 G Pa.

(a) Al reducir el esfuerzo cortante T}, (Figura 9.21b) al centro de esfuerzos cortantes

a) iy b) y c) y
: J B

| 1

| | M,

| [ - -1 s -
z‘;Ty\)G | h=z Ty + z G

| |

== | |

Fig. 9.21: a) Seccion del Ejemplo 9.3.5.3 b) reduccion del cortante T, al centro de
esfuerzos cortantes ¢) momento torsor real



9.3. TORSION DE SAINT-VENANT 267

C, el momento torsor real sobre la seccién, con T, expresado en Newtons, es:
My=10-102T, N-m

y su sentido es antihorario, como muestra la Figura 9.21c.

(b) La seccién es abierta y de pequenio espesor. Las tensiones tangenciales maximas
debidas al momento torsor M, pueden calcularse mediante la expresion:

Me

Tmax (Mt) = Vi
t

siendo e el espesor de la seccién. La inercia a torsién de la seccién abierta es igual a:
L3 1 3 4
Itzngi e} = 3(2:20+2-40) - 1° = 40,0 em

El valor méximo de las tensiones tangenciales debidas al momento torsor es:

10 - 10727, - 1-1072
40-10-8

Tmax (Mi) = Pa = 25007, Pa

Con T, expresado en Newtons. Para el esfuerzo cortante T, = 20kN, la tensién tan-
gencial maxima debida a la torsién es 7. = 50 MPa. Al ser el espesor constante en
toda la seccién, el valor de la tensién tangencial méxima es igual en toda la seccién y
se da en los contornos de la misma (Figura 9.22b).

Y PRIA ® "Fas00,
T | o IS
I — o
f f — ==
! f — =
T3=150Ty ’ | ; ;
Z G | Bl= R —
f f — =
' * = —
b — Y =
CE TR

Fig. 9.22: Distribucion de tensiones tangenciales debidas a Ty y a M;
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(c) La méxima tensién tangencial total que soporta la seccién se obtiene por super-
posicién de las tensiones tangenciales debidas al cortante T} actuando en el centro de
esfuerzos cortantes y las correspondientes al momento torsor real.

Las tensiones tangenciales debidas al cortante T, = 20kN, aplicado en el centro de
esfuerzos cortantes (Figura 9.22a) se han calculado en el Ejemplo 8.5.1.2 del Capitulo
8. El valor mdximo se da en el punto medio de las almas verticales y su valor es:

Tmax (Ty) = 1507, Pa = 3,0 MPa

Por tanto, la tensién tangencial méxima total se da en el punto medio de las almas
verticales y su valor es:

Tmax = Tmax (Ty) + Tmax (M) = (1507} 4+ 2500 T}) Pa = 53 MPa

(d) El valor maximo del cortante T}, que puede soportar la seccién para una tensién
admisible 7,44, = 150 MPa es:

150 - 106

Tiax = 26507, Pa < Tagw = Ty =— = N =56,60kN



A Caracteristicas Geométricas de la Seccién

A.1 Momento estatico axial de una seccién

Sea S una seccién homogenea contenida en un plano sobre el que se sitian unos ejes
cartesianos dextrégiros (y, z), tal como se muestra en la Figura A.1. Se definen como
momentos estdticos de la seccién respecto a los ejes (y, z) las integrales:

my:/zdS ; mzz/de (A.1)
S S

donde dS es un elemento diferencial de drea e (y, z) son las distancias de éste a los ejes
coordenados.

El momento estdtico de una seccién respecto a un eje puede ser positivo, negativo
o nulo, dependiendo de la distancia y posicién de la seccién respecto a éste. Las

dimensiones del momento estédtico son [L3]; por tanto, en el SI se miden en m?.

by

ds

y

L |

st}
7.

Fig. A.1: Momentos estdticos axiales de una seccion

269
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Centro de gravedad

Se define como centro de gravedad o baricentro de la seccién S al punto G de coorde-
nadas (y,, z,) que satisface las relaciones:

B fsde . _ szdS

Vo = 17ds 7 e T flds (A-2)

De las ecuaciones (A.1) y (A.2) se deduce que los momentos estéticos de la seccién
S con respecto a los ejes (y, z) se pueden expresar también en la forma

my =2, A : m, =y

LA (A.3)

donde A = |, g dS es el drea de la seccién. Asimismo, se deduce de estas ecuaciones que
el momento estdtico de una seccién respecto a un eje es nulo si y sélo si dicho eje pasa
por el baricentro de la seccién.

Es fécil observar que si la seccién S tiene un eje de simetria, el momento estdtico
con respecto a dicho eje es cero. En efecto, para una seccion en la que el eje y sea eje de
simetria, por cada elemento dS con abscisa z positiva existe otro elemento idéntico d.S’
con abscisa z negativa, luego m, = 0. En consecuencia, de las ecuaciones (A.2), z, =0,
es decir, el centro de gravedad de la seccién estd situado sobre el eje de simetria.

Siguiendo el mismo procedimiento se demuestra también que si la seccién tiene
dos ejes de simetria, el baricentro coincide con el punto de interseccién de los mismos.
Teniendo en cuenta lo anterior es posible determinar con facilidad el centro de gravedad
de algunas secciones, por ejemplo:

by

[ % |

z

Fig. A.2: Centro de gravedad o baricentro de una seccion
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e rectdangulo o paralelogramo: el baricentro coincide con el punto de interseccion
de las medianas o de las diagonales (ver Figura A.3). Cada una de las medianas
es eje de simetria de la seccién, y el momento estdtico de la seccién respecto a
ellas es nulo.

e tridngulo: el baricentro estd situado en el punto de interseccién de las tres me-
dianas (Figura A.4). Las medianas no son ejes de simetria, pero puede decirse
que el drea se dispone “simétricamente” a uno y otro lado.

| -

h/2 e h/2
] S NG

h/2

h/2 e L
| |

*

b/2 b/2 b/2 b/2
b b

/7\/*
| — /

Fig. A.3: Baricentro: rectdngulo y paralelogramo

Fig. A.J: Baricentro de un tridngulo
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Ejemplo A.1.1

Para la seccién de la Figura A.5, calcular: (a) el momento estdtico respecto al eje 3/,
(b) el momento estdtico respecto al eje 2/, y (¢) la posicién del centro de gravedad G
de la seccion.

Datos: b=15cm, h = 30cm, e = 4cm.

1

Ay

Y|

Ti
cCet
@]
G
ﬁ_
b
Fig. A.5: Seccion del Ejemplo A.1.1

(a) Descomponiendo la seccién en dos rectdngulos: 15 x 4 cm X cm en la base y
4 x 26cm x cm en el ala vertical, el momento estdtico de la seccién respecto del eje 1/
es:

my/:/z’dS:15-4-7,5+4-26-2:658(:m3
S

(b) Procediendo de forma similar para el momento estético de la seccién respecto
al eje 2/, se tiene:

My :/y/dS: 15-4-244-26-17 = 1888 cm?®
S
(c) Aplicando la Ec. (A.2) y teniendo en cuenta que:

/dS:A:15-4+4-26:164cm2
S
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la posicién del centro de gravedad de la seccién queda definida por:

, m. 1888
- = %% 1151
Ya A 164 ,dlem

!
, ml 658
= Dy 2% 40
“G A~ 164 UL

que son sus coordenadas respecto a los ejes v/,2’.

A.2 Momentos de inercia de una seccién

A.2.1 Momento de inercia axial y radio de giro

Sea S una seccién homogenea contenida en un plano sobre el que se sitian unos ejes
cartesianos dextrogiros (y,z). Se definen como momentos de inercia de la seccién
respecto a los ejes las integrales:

I:/ﬁw ; L:/fw (A.4)
S S

donde dS es un elemento diferencial de drea e (y, z) son las distancias de éste a los ejes
coordenados (Figura A.6).
El momento de inercia de una seccién respecto a un eje es siempre positivo. Las
dimensiones de los momentos de inercia son [L4]; por tanto, en el SI se miden en m?.
Se denomina radio de giro de la seccion con respecto a un eje a la rafz cuadrada de

la relacién entre el momento de inercia y el drea de la seccién.

1y
|
(% z
p
y
L[ s]
z 0

Fig. A.6: Momentos de inercia de una seccion
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Para los ejes (y, z) puede escribirse, respectivamente:
reo= — , TZ —_ (A5)

A.2.2 Momento de inercia polar

Sea S una seccién contenida en un plano y O un punto de dicho plano (Figura A.6).
Se define el momento de inercia polar I, de la seccién S respecto al punto O como la
integral

%—/ﬁw (A.6)
S

donde dS es un elemento diferencial de drea y p es su distancia al punto O.

Al igual que el momento de inercia axial, el momento polar es siempre positivo y
sus dimensiones son [L*].

Si se trazan dos ejes ortogonales que pasen por el punto O (Figura A.6) y se miden
las distancias y, z de un diferencial de drea dS a dichos ejes, se puede escribir:

p? =y?+2? (A7)
y, por tanto:

I, = / p?dS (A.8a)

S
= j/(y24—z2)d5 (A.8b)

S
= [g y2 dS—i—/;ng dsS (A.8¢c)
= I, +1 (A.8d)

Por tanto, el momento de inercia polar respecto a un punto O es igual a la suma de los
momentos de inercia respecto a dos ejes ortogonales que pasen por dicho punto.

De la propiedad anterior también se concluye que la suma de momentos de inercia
axiales es un invariante para cualquier par de ejes ortogonales que pasen por el mismo
punto.

A.2.3 Producto de inercia

Se define el producto de inercia de la superficie S respecto a los ejes (y,z) como la
integral

I, = / yzdS (A.9)
S
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El producto de inercia de una seccién puede ser positivo, negativo o nulo. Sus dimen-
siones son [L4].

Si una seccién S tiene un eje de simetria, el producto de inercia de la seccién
respecto a dicho eje y a otro eje perpendicular a éste es nulo. En efecto, a cada
elemento diferencial de drea dS con abscisa z positiva, le corresponde, por simetria,
otro elemento idéntico con abscisa z negativa, cuya ordenada y tiene el mismo valor y
signo, luego los productos de inercia de estos elementos diferenciales se anulan.

Ejemplo A.1.2

Para la seccién rectangular de base b y altura h (Figura A.7), calcular: (a) el momento
de inercia respecto al eje 2’ que pasa por su base y (b) el momento de inercia respecto
al eje baricéntrico z,.

h/2
y
h - 0—t

V4
y (6]

h/2

Fig. A.7: Seccion rectangular del Ejemplo A.1.2

(a) El momento de inercia de la seccién rectangular respecto al eje 2’ se obtiene
aplicando la Ec. A.4. Como el ancho de la seccién es constante, el diferencial de drea
puede expresarse por dS = b dy. Integrando entre y = 0 e y = h, se tiene:

h y3h
Iz:/deS:/ y?hdy =b =
S 0 3

bh3
= (A.10)
0 3

(b) Aplicando nuevamente la Ec. (A.4) para calcular la inercia de la seccién respecto
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al eje baricéntrico zg, integrando entre y = —h/2 e y = +h/2, se tiene:
+h/2 3 |+h/2 bh3
Iz:/deS:/ Phdy=bL| =21 (A.11)
S 7h/2 3 7h/2 ].2

Estos resultados se utilizan con frecuencia en las secciones que pueden descomponerse
en suma de rectdngulos.

Ejemplo A.1.3

Para la seccién de la Figura A.8 calcular: (a) el momento de inercia respecto al eje v/,
(b) el momento de inercia respecto al eje 2, (¢) el momento de inercia polar respecto
al punto O y (d) el producto de inercia de la seccién.

Datos: b =15cm, h = 30cm, e = 4 cm.

54

pr— -

B €

— O—

! O
b

N

Fig. A.8: Seccion del Ejemplo A.1.8

(a) Descomponiendo la seccién en los rectdngulos, b x e = 15 x4 cm X cm en la base
yex (h—e)=4x26cm x cm en el ala vertical, el momento de inercia de la seccién
respecto al eje ¢’ se obtiene aplicando la Ec.(A.10):

eb>  (h—e)e?
S T
4.15%  26-43

= > + 0 = 5054, 67 cm?

3 3
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(b) Andlogamente, descomponiendo la seccién en los rectangulos, (b—e) x e =
11 X 4cm X cm en la base y e x h =4 x 30cm X cm en el ala vertical, y aplicando la
Ec.(A.10), el momento de inercia respecto al eje 2’ es:

(b—e)ed eh?

74_7
3 3

11-43  4-303

= 5t = 36234,67 cm?

(c) El momento de inercia polar de la seccién se calcula aplicando la Ec. (A.8a):

L, =

I, = / p*dS =1L, + 1,
S
= 5054,67 + 36234, 67 = 41289, 34 cm*

(d) Por ultimo, aplicando la Ec. (A.9), el producto de inercia de la seccién es igual

Iy, = /yzdS
S
= (15-4)-7,5-24 (4-26) -2-17 = 4436 cm*

A.3 Traslacion de ejes de referencia

A.3.1 Momento de inercia axial

Sea z, un eje baricéntrico de la seccién S y sea z un eje paralelo a éste a una distancia
dy del anterior (Figura A.9). El momento de inercia I, puede calcularse como:

I, = /y2 ds (A.12a)
S
= / (yo + dy)* dS (A.12D)
S
= /y?, dS+2dy/ yods+d§/ ds (A.12¢)
S S S
2
= L,+dA (A.12d)

donde la segunda integral de la ecuacién (A.12c) es nula por ser z, un eje baricéntrico.
Por tanto, el momento de inercia de una seccién respecto a un eje arbitrario es igual
a la suma del momento de inercia respecto al eje baricéntrico paralelo al eje anterior
mds el drea de la seccién multiplicada por el cuadrado de la distancia entre ambos ejes
(Teorema de Steiner).

L=1I,+d A (A.13)
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1% 1%
a5t s |
Yo d,
Zo
d
Lo |

z

(0]

Fig. A.9: Traslacion de ejes de referencia

Dividiendo esta ecuacion por el drea de la seccion se tiene:

7“2 — ,,«go + d?2J (A.14)

Esta expresiéon permite conocer el radio de inercia de la seccién respecto a un eje en
funcién del radio de inercia respecto a un eje baricéntrico paralelo.

A.3.2 Momento de inercia polar

Sean I, e I, los momentos de inercia de una seccién respecto a dos ejes que se cortan
en el punto O, y sea I, el momento de inercia polar de la seccién respecto a dicho
punto. Si se consideran dos ejes baricéntricos (y,, z,) paralelos a los anteriores (ver
Figura A.6), y se aplica el Teorema de Steiner, se obtiene:

Iy=IL+L=I,+d A+, +d A=1,+d*A (A.15)

La ecuaciones anteriores permiten obtener el momento de inercia polar de una seccién
respecto a un punto cualquiera O, a partir del momento de inercia polar de la seccién
respecto al baricentro G y la distancia entre ambos puntos.

A.3.3 Producto de inercia

De igual manera, si se conoce el producto de inercia de una seccién respecto a unos ejes
ortogonales (y,, z,) baricéntricos, y se desea obtener el valor del producto de inercia
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respecto a unos ejes coordenados (y, z), paralelos a los anteriores y situados a distancias
dy,d de los ejes baricéntricos (ver Figura A.6), se tiene que

I,, = /yz s = /(yo +dy) (20 +d)dS (A.16a)
S S
= / Yo Zo dS—i—dy/ zodS—l—dZ/ yOdS—i—dde/ ds (A.16D)
S S S S
= I, . +dyd. A (A.16c)

donde se ha sustituido y = y, +dy, z = z, + d.. Los sumandos segundo y tercero de la
ecuacion (A.16b) son nulos por ser los momentos estaticos de la seccién respecto a dos
ejes baricéntricos.

Ejemplo A.1.4

Para la seccién de la Figura A.10, calcular: (a) los momentos de inercia respecto a
los ejes Yo, 2, que pasan por el centro de gravedad de la seccién G, (b) los radios de
giro correspondientes y (c) el producto de inercia de la seccién respecto a dichos ejes
baricéntricos.

Datos: b=15cm, h = 30cm, e = 4cm, A = 164 cm?.

—

€

Zo

Yo
G
S
R
b
Fig. A.10: Seccion del Ejemplo A.1.4

(a) La posicién del centro de gravedad G de la seccién se determiné en el Ejemplo
A.1.1, las coordenadas del mismo respecto de los ejes coordenados 3/, 2’ son:

Yo = 11,51 cm 2 = 4,01 cm
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FEl momento de inercia respecto al eje baricéntrico y, puede calcularse descomponiendo
la seccién en los rectdngulos, 11 X 4cm X cm en la base y 4 X 30cm X cm en el ala
vertical, y aplicando el teorema de Steiner. Teniendo en cuenta la Ec. (A.11) se tiene:

4-113 30 - 43
I, = 4-11-5,49° 42,012
Yo 7t 5,49? 4+ D + 30 .0
= 2414, 64 cm®

De forma andloga, se calcula el momento de inercia de la seccién respecto al eje
baricéntrico z,:

11-43 4303

I, = 4.11-9,512
%o o T 9,51° +

= 14499,64 cm*

+30-4- 3,49

(b) Los radios de giro de la seccién correspondientes a los ejes baricéntricos yo, 2o

son:
I 2414, 64
7"50 = ZO = Til =14,72cm? = 7, =3,84cm
I 14499, 64
2= = qer —SSAlem’ = . =9.40em

(c) El producto de inercia de la seccién puede determinarse aplicando la Ec. (A.9):

Iyzo = / Yo Zo AS
S
= (11-4)-5,49-(—=9,51) + (4-30) - (—2,01) - 3,49 = —3139,03 cm?

A.4 Rotacién de ejes de referencia

Sean (y, z) e (y,, #,) dos sistemas de ejes coordenados que forman entre si un angulo «,
tal como se muestra en la Figura A.11. Las coordenadas en el sistema (yi, z,) pueden
expresarse en funcién de las coordenadas en el sistema (y, z) en la forma:

Yy, = ycosa + zsina (A.17a)
z, = —ysina +zcosa (A.17Db)

Utilizando estas ecuaciones, el momento de inercia de la seccién respecto al eje y, es:



A.4. ROTACION DE EJES DE REFERENCIA 281

7y

Fig. A.11: Rotacion de ejes de referencia

I, = / 22 dS (A.18a)
S
= / (—ysina + z cosa)? dS (A.18Db)
S
= / y? sin? o dS — / yz 2sinacos a dS +/ 22 cosa dS (A.18c)
S S S
= I sina+ I,cos’a— 21, sinacosa (A.18d)

Andlogamente pueden calcularse las expresiones:

I, = I cos*a+1I,sin’a+2],, sinacosa (A.19a)

Iy = (I,— L) cosasina+ I, (cos® a — sin @) (A.19D)

Las ecuaciones anteriores se pueden reescribir en la formas:

I, +1 I,— I
I, = ; =+ L% cos2a — I, sin2a (A.20a)
I, +1 I, — I
I, = y;— = _ Y 5 = cos 2a + Iy, sin 2 (A.20b)
I, —1
Iy 2 Y% sin2a + I, cos2a (A.20c)
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donde se han utilizado las igualdades trigonométricas:

1 2 1- 2
cos’a = y ; sinfa = % (A.21a)

sin2a = 2sinacosa ; cos2a = cos’a—sin’a (A.21b)

Ejemplo A.1.5

Para la seccién de la Figura A.12, calcular: (a) los momentos de inercia respecto a los
ejes y1 y z1 que pasan por el centro de gravedad de la seccién G, y forman con los ejes
Yo, 2o un dngulo o = 30° y (b) el producto de inercia respecto a los ejes y1 y z1.
Datos: b = 15cm, h = 30cm, e = 4cm, A = 164cm?, I, = 2414,64cm?,

I, = 14499, 64 cm?, I, . = —3139,03 cm*

Yy 4Yo

Fig. A.12: Seccion del Ejemplo A.1.5

(a) Los momentos de inercia respecto a los ejes y; y 21, que forman un dngulo
a = 30° con los anteriores, pueden calcularse aplicando las Ecs. (A.20a) y (A.20b).

I, - 1y, ‘; I, n 1y, ;IZ" cos2a — I, ., sin2a
_ 2414,64 +214499,64 | 241464 —214499, 64 0,5 (—3139,03) - 0, 866
= 8154,29cm?
Lo - I, —;— I, I, gIZO cos2a + I, ., sin2a
2414, 64 —1—214499,64 _ 2414, 64 —214499, 64 10,5+ (—3139,03) - 0,866

= 8759,60cm*
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(b) El producto de inercia de la seccién respecto a los ejes y1, z1 se puede calcular
aplicando la Ec. (A.20c):

Iy, — ]z .
Iy = %snﬂa + 1Iy,-, cos2«a
2414, 64 — 14499, 64
= — 0,866 + (—3139,03) - 0,5
= —6802,33cm*

A.5 Ejes principales de inercia

En toda seccién plana se pueden hallar dos ejes ortogonales baricéntricos para los que
se cumple que el producto de inercia de la seccién respecto a ellos es nulo. A estos ejes
se les denomina ejes principales de inercia, y resultan de gran importancia en el estudio
de la flexién de piezas prismaéticas.

El d4ngulo a que los ejes principales de inercia de una seccién (y, z) forman con otro
sistema de ejes baricéntrico (v,w) (ver Figura A.13), se obtiene igualando a cero la
ecuacion (A.20c) aplicada a los ejes (v, w). De esta forma se obtiene:

tan 2 = — (A.22)

Noétese que si una seccién es simétrica respecto a un eje, el sistema formado por di-
cho eje y otro eje baricéntrico perpendicular a éste es principal de inercia, ya que el
correspondiente producto de inercia es nulo.

\ﬂ\ v

Fig. A.13: Ejes principales de una seccion
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Si a partir de las Ecs. (A.20a) o (A.20b), se busca el dngulo « para el que I, e I,
son méaximo o minimo, se obtiene:

I
88“1 = —(I, — I,) sin 2a — 2@, cos 2a = 0 (A.23)
(67
de dond
e daonde 2[U’w
v w

Esta ecuacién coincide con la (A.22). Se concluye, por tanto, que los valores de los
momentos principales de inercia corresponden al mdximo y minimo momento de inercia
axiales de la seccién respecto a ejes baricéntricos.

En el caso particular de que los dos momentos de inercia principales sean iguales,
I, = I., entonces el momento de inercia vale lo mismo respecto de cualquier eje ba-
ricéntrico. Ademsds, el producto de inercia serd nulo respecto de cualquier sistema de
ejes baricéntricos ortogonales y, por tanto, cualquier eje baricéntrico es eje principal de
inercia de la seccién. Tal es el caso, por ejemplo, de la seccién circular o de la seccién
cuadrada.

Si se expresan los valores sin 2a y cos 2, en funcién del valor tan 2« y se sustituyen
en las ecuaciones (A.20a)-(A.20b) se obtiene:

Iz _Iv+Iw Iv_Iw 2 2

expresion alternativa que permite calcular los momentos de inercia principales I, I,

conocidos los valores de los momentos de inercia I, I,,, I, con respecto a unos ejes
(v,w) cualesquiera.

Los radios de giro principales de la seccién, 1, y 7., asociados a las direcciones
principales de inercia de una seccién, son:

(A.26)

Ejemplo A.1.6

Para la seccién de la Figura A.14, calcular: (a) las direcciones principales de inercia y los
momentos de inercia correspondientes, (b) los radios de giro asociados a las direcciones
principales de inercia de la seccion.

Datos: b= 15cm, h =30cm, e = 4cm, A = 164 cm?.
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Zo

G
[T

b
Fig. A.14: Seccion del Ejemplo A.1.6

(a) El angulo « que los ejes principales de inercia de una seccién (y, z) forman con
otro sistema de ejes baricéntrico (y,, z,) (ver Figura A.14) se obtiene igualando a cero
la ecuacion (A.20c) aplicada a los ejes (o, 25). De esta forma se obtiene:

2‘[on0

tan2a = —
an 2o I, — 1.

o

Los momentos de inercia de la seccién respecto a los ejes baricéntricos (y,, 2,) se han
calculado en el Ejemplo A.1.4:

I,, = 2414, 64 cm* I, = 14499, 64 cm* I, = —3139,03 cm*

Por tanto, el dngulo « es igual a:

2 (~3139,03) ooy 1
tan 2o = o 64— 14499 64 0% =@ 3373

Los ejes principales de inercia de la seccién, (y,z) forman con los ejes baricéntricos
(Yo, 20) un dngulo a = —13°43’32” (Figura A.14). El signo negativo indica que el
dngulo a es horario. LLos momentos de inercia principales pueden calcularse aplicando
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la Ec.(A.25):

I, I, + 1. I, — I, \?
— o o :I: o o I 2
Iy } 2 9 + ( yozo)

_2414,64 4 14499, 64 N \/(2414,64 — 14499, 64
a 2 2

{ 15266, 35 cm*

2
) + (—3139,03)2

1647,93 cm?

(b) Los radios de giro asociados a las direcciones principales son:

I, 1647,93

ry = Zy:ﬁ =10,05cm* = 7, =3,17cm
I.  15266,35

r2 = ZZ:T:%’OQCHIQ = r,=09,65cm

A.6 Secciones de pequeno espesor

En la prictica se utilizan frecuentemente secciones en las que el espesor es muy pequeno
en relaciéon con las restantes dimensiones de la seccién. Un ejemplo de ello son los
perfiles metélicos. En esos casos, las caracteristicas geométricas pueden calcularse de
forma m4ds simplificada, como puede verse en el ejemplo siguiente.

Ejemplo A.1.7

Para la seccién de la Figura A.15a calcular: (a) la posicién del centro de gravedad y
(b) los momentos de inercia de la seccién respecto a los ejes principales de la seccién.
Datos: a =20cm, b=10cm, h = 30cm, e = 1,2 cm.

(a) La seccién es de pequenio espesor y para el cdlculo de las caracteristicas geo-
métricas se utiliza la simplificaciéon que se muestra en ela Figura A.15b. El eje vertical
que coincide con el eje del alma es un eje de simetria de la seccién. Por tanto, el centro
de gravedad estard situado sobre él. La coordenada y;, respecto a la linea media del
ala inferior de la seccién nos permitira situarlo (Figura A.15¢).

El drea de la seccién es:

A= (20+10+30)-1,2 = 72 cm?
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a) T__P__T b) T__b__w ¢) iy
| — e:: ——
¢ C 1C
h+e 9 h
-— - .
YG
e
[ i:le | :
a ' a

Fig. A.15: Seccion de pequeno espesor

El momento estdtico de la seccién respecto a la linea media del ala inferior de la seccién
es:
mé =10-1,2-30+30-1,2-15 = 750 cm®

y la coordenada y; es:
mg, 900

z

L= =——=12,5
yG A 72 Y cm

(b) Los ejes baricéntricos y, z son los ejes principales de la seccién, ya que el eje y
es un eje de simetria de la seccién. Los momentos de inercia principales de la seccién
son:

1,2-20% 30-1,22 1,2-10°
+ +

I, =
12 12 12
= 904,32cm*
1,2-303
I, = 20-1,2-12,52+ 2= " 4+30-1,2-2,5°+10-1,2-17,5>

12
= 10350 cm?

Nétese que en el cdlculo del momento de inercia I, se han despreciado los términos
correspondientes a los momentos de inercia baricéntricos de las alas inferior y superior
por ser despeciables frente a los términos restantes.
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A.7 Caracteristicas geométricas de algunas secciones planas

| B

Rectangulo

N |
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Trapecio
y a+b)h 2a+0b)h
! JUCE LR R )
2 3(a+b)
<7L; hb3 bh3
z G \ X = =
- G Iy =73 =73
1| l | 1 1 \
b/2 b b/2 j bh
1= —
3
Circulo
Yy
A = 7r?
4
r
I,=1,= —
z y 1
1 1
5
I ” Il = 17(714
Semicirculo
2 4r
'R A= _ar
2 Y6 =30
| mrd T 8 4
_774\7% Iy=—% IZ:<8_97r>T

s 8
L=(-+—)r
! (8+97T>T

Cuadrante (ejes y, z con origen en O)

r 4r
= — = Z, = —
1 Yya G 3
4
T
I,=1,=—
T}
(972 — 64) r .
I, = ~ 0.0549r
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B Perfiles Estructurales de Acero

Se presentan de forma resumida las propiedades mecdnicas de algunos perfiles estruc-
turales de acero utilizados en los problemas de este Libro. Una informacién mds com-
pleta puede obtenerse en los prontuarios de perfiles estructurales de acero.

Los ejes y, z son los ejes principales de los perfiles, siguiendo la notacién utilizada en
este Libro. Para las propiedades mecdnicas restantes se adopta la notacién siguiente:

A: drea de la seccién transversal (cm?)

p: peso por metro lineal del perfil (N/m)

I,; momento de inercia de la seccién respecto al eje principal y (cm4)

I,: momento de inercia de la seccién respecto al eje principal z (cm4)
W;: médulo resistente respecto al eje i (cm®)

I;: médulo de torsion de la secciéon (cm®)

I,: moédulo de alabeo de la seccion (cm®)
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%

PERFIL IPN hy |
zZ
€1
e
b
Dimensiones
IPN A p Iy Wy I, W, It Ly
mim
h ‘ b ‘ e ‘ e; ‘ hy (:1112 N/m cm4 cm3 (:1114 (:1113 (:1114 x1 03(:1116

80 80 42 5,9 3,9 59 7,58 | 59,5 6,29 | 3,00 77,8 19,5 0,93 0,087
100 100 | 50 6,8 4,5 75 10,6 | 83,2 12,2 | 4,88 171 34,2 1,72 0,27
120 120 | 58 7,7 5,1 92 14,2 111 21,5 | 7,41 328 54,7 2,92 0,69
140 140 | 66 8,6 5,7 | 109 || 18,3 144 35,2 | 10,7 573 81,9 4,66 1,54
160 160 | 74 9,5 6,3 | 125 || 22,8 179 54,7 | 14,8 935 117 7,08 3,14
180 180 | 82 | 104 | 6,9 | 142 || 27,9 219 81,3 | 19,8 1450 161 10,3 5,92
200 200 | 90 | 11,3 | 7,5 | 159 || 33,5 263 117 | 26,0 2140 214 14,6 10,5
220 220 | 98 | 12,2 | 8,1 175 || 39,6 311 162 | 33,1 3060 278 20,1 17,8
240 240 | 106 | 13,1 | 8,7 | 192 || 46,1 362 221 41,7 4250 354 27,0 28,7
260 260 | 113 | 14,1 | 9,4 | 208 || 53,4 | 419 288 | 51,0 5740 442 36,1 44,1
280 280 | 119 | 15,2 | 10,1 | 225 || 61,1 480 364 | 61,2 7590 542 47,8 64,6
300 300 | 125 | 16,2 | 10,8 | 241 69,1 542 451 72,2 9800 653 61,2 91,9
320 320 | 131 | 17,3 | 11,5 | 257 || 77,8 611 555 | 84,7 12510 782 78,2 12,8
340 340 | 137 | 18,3 | 12,2 | 274 || 86,8 681 674 | 98,4 15700 923 97,5 176
360 360 | 143 | 19,5 | 13,0 | 290 || 97,1 762 818 114 19610 | 1090 123 240
380 380 | 149 | 20,5 | 13,7 | 306 107 840 975 131 24010 | 1260 150 319
400 400 | 155 | 21,6 | 14,4 | 323 118 926 1160 | 149 29210 1460 183 420
450 450 | 170 | 24,3 | 16,2 | 363 147 | 1150 1730 | 203 45850 | 2040 288 791
500 500 | 185 | 27,0 | 18,0 | 404 180 | 1410 || 2480 | 268 68740 | 2750 449 1403
550 550 | 200 | 30,0 | 19,0 | 444 213 | 1670 || 3490 | 349 99180 | 3610 618 2389
600 600 | 215 | 32,4 | 21,6 | 485 254 | 1990 || 4670 | 434 139000 | 4630 875 3821
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PERFIL IPE

Dimensiones
IPE A p Iy Wy I, W, Iy Ty
mim
h ‘ b ‘ e ‘ el ‘ hy cm2 N/m cm cm3 cm4 crn3 cm4 x103Cm6

80 80 46 5,2 3,8 59 7,64 | 60,0 8,49 | 3,69 80,1 20,0 0,70 0,12
100 100 | 55 5,7 4,1 74 10,3 | 81,0 15,9 | 5,79 171 34,2 1,20 0,35
120 120 | 64 6,3 4.4 93 13,2 104 27,7 | 8,65 318 53,0 1,74 0,89
140 140 | 73 6,9 4,7 112 16,4 129 449 | 12,3 541 77,3 2,45 1,98
160 160 | 82 7,4 5,0 127 || 20,1 158 68,3 | 16,7 869 109 3,60 3,96
180 180 | 91 8,0 5,3 146 || 23,9 188 101 22,2 1320 146 4,79 7,43
200 200 | 100 | 8,5 5,6 159 || 28,5 224 142 28,5 1940 194 6,98 13,0
220 220 | 110 | 9,2 5,9 177 || 33,4 262 205 37,3 2770 252 9,07 22,7
240 240 | 120 | 9,8 6,2 190 || 39,1 307 284 | 47,3 3890 324 12,9 37,4
270 270 | 135 | 10,2 | 6,6 | 219 || 45,9 361 420 62,2 5790 429 15,9 70,6
300 300 | 150 | 10,7 | 7,1 248 || 53,8 422 604 80,5 8360 557 20,1 126
330 330 | 160 | 11,5 7.5 | 271 62,6 491 788 98,5 11770 | 713 28,2 199
360 360 | 170 | 12,7 | 8,0 | 298 72,7 571 1040 | 123 16270 | 904 37,3 314
400 400 | 180 | 13,5 | 8,6 | 331 84,5 663 1320 | 146 23130 | 1160 || 51,1 490
450 450 | 190 | 14,6 | 9,4 | 378 || 98,8 776 1680 | 176 33740 | 1500 || 66,9 791
500 500 | 200 16,0 | 10,2 | 426 116 907 2140 214 48200 | 1930 89,3 1249
550 550 | 210 | 17,2 | 11,1 | 467 134 | 1060 || 2670 | 254 67120 | 2440 123 1884
600 600 | 220 | 19,0 | 12,0 | 514 156 | 1220 || 3390 | 308 92080 | 3070 165 2855
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R

PERFIL HEB by

z el
e
L] ||
} 4
b
Dimensiones
HEB A ) Iy Wy I, W, Iy |
min
h ‘ b ‘ e ‘ ey ‘ hy cm2 N/m Cm4 cm3 cm4 cm3 cm4 x1030m6
100 100 | 100 10 6,0 56 26,0 | 204 167 33,5 450 89,9 9,25 3,38
120 120 | 120 11 6,5 74 34,0 | 267 318 52,9 864 144 13,8 9,41
140 140 | 140 12 7,0 92 43,0 | 337 550 78,5 1510 216 20,1 22,5
160 160 | 160 13 8,0 | 104 || 54,3 | 426 889 111 2490 311 31,2 47,9
180 180 | 180 14 8,5 | 122 || 65,3 | 512 1360 151 3830 426 42,2 93,8
200 200 | 200 15 9,0 | 134 || 78,1 613 2000 200 5700 570 59,3 171
220 220 | 220 16 9,5 | 152 || 91,0 | 715 2840 258 8090 736 76,6 295
240 240 | 240 17 10,0 | 164 106 832 3920 327 11260 938 103 487
260 260 | 260 | 17,5 | 10,0 | 177 118 930 5130 395 14920 | 1150 124 754
280 280 | 280 18 10,5 | 196 131 | 1030 6590 471 19270 | 1380 144 1130
300 300 | 300 19 11,0 | 208 149 | 1170 8560 571 25170 | 1680 185 1688
320 320 | 300 | 20,5 | 11,5 | 225 161 | 1270 9240 616 30820 | 1930 225 2069
340 340 | 300 | 21,5 | 12,0 | 243 171 | 1340 9690 646 36660 | 2160 257 2454
360 360 | 300 | 22,5 | 12,5 | 261 181 | 1420 || 10140 | 676 43190 | 2400 292 2883
400 400 | 300 24 13,5 | 298 198 | 1550 || 10820 | 721 57680 | 2880 356 3817
450 450 | 300 26 14,0 | 344 218 | 1710 || 11720 | 781 78890 | 3550 440 5259
500 500 | 300 28 14,5 | 390 239 | 1870 || 12620 | 842 107200 | 4290 538 7018
550 550 | 300 29 15,0 | 438 254 | 1990 || 13080 | 872 136700 | 4970 600 8856
600 600 | 300 30 15,5 | 486 270 | 2120 || 13530 | 902 171000 | 5700 667 10965
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A
/ r
— h
PERFIL UPN - ol
€
e
b
Dimensiones
UPN A p Iy | Wy 1, W, Iy T
mim
h ‘ b ‘ e ‘ ey ‘ hy cm N/m Cm4 (’,m3 cm (:1113 cm x1 03CIII6
80 80 45 8,0 6,0 46 11,0 | 86,4 19,4 | 6,36 106 26,5 2,20 0,18
100 100 | 50 8,5 6,0 64 13,5 106 29,3 | 8,49 206 41,2 2,81 0,41
120 120 | 55 9,0 7,0 82 17,0 134 43,2 | 11,1 364 60,7 4,15 0,90
140 140 | 60 | 10,0 | 7,0 98 20,4 160 62,7 | 14,8 605 86,4 5,68 1,80
160 160 | 65 | 10,5 | 7,5 | 115 || 24,0 188 85,3 | 18,3 925 116 7,39 3,26
180 180 | 70 | 11,0 | 8,0 | 133 || 28,0 220 114 | 224 1350 150 9,55 5,57
200 200 | 75 | 11,5 | 8,5 | 151 32,2 253 148 | 27,0 1910 191 11,9 9,07
220 220 | 80 | 12,5 | 9,0 | 167 || 37,4 294 197 | 33,6 2690 245 16,0 14,6
240 240 | 85 | 13,0 | 9,5 | 184 || 42,3 332 248 | 39,6 3600 300 19,7 22,1
260 260 | 90 | 14,0 | 10,0 | 200 || 48,3 379 317 | 47,7 4820 371 25,5 33,3
280 280 | 95 | 15,0 | 10,0 | 216 || 53,3 418 399 | 57,2 6280 448 31,0 48,5
300 300 | 100 | 16,0 | 10,0 | 232 || 58,8 462 495 | 67,8 8030 535 37,4 69,1
320 320 | 100 | 17,5 | 14,0 | 246 || 75,8 595 597 | 80,6 10870 | 679 66,7 96,1
350 340 | 100 | 16,0 | 14,0 | 282 || 77,3 606 570 | 75,0 12840 | 734 61,2 114
380 380 | 102 | 16,0 | 13,5 | 313 || 80,4 | 631 615 | 78,7 || 15760 | 829 59,1 146
400 400 | 110 | 18,0 | 14,0 | 324 || 91,5 718 846 102 20350 | 1020 || 81,6 221
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C Tablas

C.1 Magnitudes y Unidades de la Mecanica

Se denominan magnitudes fundamentales o unidades bdsicas de la Mecédnica a aque-
llas magnitudes fisicas a partir de las cuales pueden expresarse todas las demds que
intervienen en un problema mecdnico, que a su vez se llaman magnitudes derivadas o
unidades derivadas.

El Sistema Internacional de Unidades (SI) es un sistema adoptado oficialmente en
1960. Se eligen como unidades bésicas, el metro (m) para la longitud, el segundo (s)
para el tiempo y el kilogramo (kg) para la masa; las magnitudes restantes se derivan
de ellas.

El nimero de unidades bésicas varia segun el problema a analizar. Asi, por ejemplo,
en un problema dado puede intervenir o no el tiempo, o la masa.

Hasta el afio 1983, el metro se definia como la diezmillonésima parte de la distancia
del polo norte al ecuador. Existia una barra de platino-iridio con dos marcas que
materializaban esta definicién. En 1983, para evitar los errores que pudieran producirse
al usar como patrén una barra fisica, dicha definicién se cambié. En la actualidad, se
utiliza como patrén del metro a la longitud de la trayectoria que recorre la luz en el
vacio durante un intervalo de 1/299792458 de segundo.

El segundo se define como la duracién de 9192631770 periodos de la radiacién
correspondiente a la transicién entre dos niveles hiperfinos del estado fundamental del
dtomo de cesio-133.
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Magnitud Sistema Internacional (SI)
Unidad ‘ Simbolo ‘ Férmula
Aceleracién (lineal) metro por seg. cuadrado m/s?
Angulo radidn rad
Area metro cuadrado m?
Densidad kilog. por metro ctibico keg/ m>
Peso especifico newton por metro cibico N/ m?
Energia; trabajo joule J N-m
Fuerza newton N kg-m/s
Fuerza por unidad de longitud newton por metro N/m
Longitud metro m unidad bésica
Masa kilogramo kg unidad bésica
Momento de una fuerza newton metro N-m
Momento de inercia (seccién) metro a la cuarta m*
Médulo resistente (seccién) metro ctibico m?
Potencia watt W J/s = N-m/s
Presion pascal Pa N/m?
Tensién pascal Pa N/m?
Tiempo segundo S unidad bésica
Velocidad (lineal) metro por segundo m/s
Volumen metro ctibico m>

Tabla C.1: Unidades usadas en Mecdnica

El kilogramo masa es la tnica unidad bésica del SI que todavia se define por medio
de un objeto fisico. El patrén en este caso es un cilindro de un kilogramo de platino
iridio que se llama kilogramo prototipo internacional y se encuentra depositado en el
International Bureau of Weights and Measures en Sevres, Paris.

Las unidades derivadas utilizadas en mecéanica, se expresan en funcion de las unidades
bésicas: metro, segundo y kilogramo. Asi, por ejemplo, la unidad de fuerza que es el
newton, teniendo en cuenta la segunda ley de Newton (F' = ma), se define como la
fuerza necesaria para producir a una masa de un kilogramo una aceleraciéon de un metro
por segundo al cuadrado.

IN=1kg - m/s?
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C.2 Propiedades mecanicas de los materiales

En la tabla siguiente se presenta un resumen de las propiedades mecdnicas de los ma-
teriales méds utilizados en mecédnica de estructuras. La notaciéon que se adopta es:

E: médulo de elasticidad (GPa)

G: médulo de rigidez a cortante (GPa)

v: coeficiente de Poisson (adimensional)

a: coeficiente de dilatacién térmica (/°C)

Peso E G v o
Material especifico
kN/m? || GPa | GPa 1076 /°C
Acero estructural 77 210 80 0,27-0,30 10-18
Aleaciones de Aluminio 28 70 28 0,33 23
Bronce 86 120 44 0,34 18-21
Caucho 13 0,004 || 0,001 0,50 130-200
Cobre 87 120 44 0,36 16,9
Hierro fundido gris 72 97 39 0,25 10,8
Hormigén (C) 23 30 0,1-0,2 7-14
Laton 85 110 41 0,34 19-21
Madera (pino) (F) 5,5 10 5,4
Niquel 87 210 80 0,31 13
Piedra: granito,mérmol (C) 28 70-55 4-3 0,2-0,3 7,2-10,8
Piedra: caliza, arenisca (C) 20-28 20-70 2 5-9
Plasticos (nylon) 11 2,8 0,4 70-140
Plésticos (polietileno) 14 1,4 0,4 140-190
Aleaciones de Titanio 44 120 44 0,33 8-11
Tungsteno 190 380 160 0,2 4,3
Vidrio 28 65 4,1 0,2 5-11

Tabla C.2: Propiedades mecanicas de los materiales

El médulo de elasticidad corresponde a ensayos en traccién, salvo los casos de
compresiéon (C) y flexién (F) indicados.Las propiedades de los materiales varfan no-
tablemente dependiendo de su composicién quimica, de los defectos internos, de los
procesos de fabricacién (tratamiento térmico, mecanizacion, etc), de las dimensiones y
forma de la probeta utilizada en el ensayo, etc. Los valores de la Tabla son ilustrativos;
para proyectos de ingenieria deben obtenerse mediante ensayos adecuados o seguir las
indicaciones de los fabricantes.



300 APENDICE C. TABLAS

C.3 Miiltiplos y Submuiiltiplos

H Muiltiplos y submultiplos en el SI H

H Prefijo ‘ Simbolo Factor multiplicativo H
tera T 1012 =1 000 000 000 000
giga G 107 =1 000 000 000
mega M 108 =1 000 000
kilo k 103 =1 000
hecto h 102 =100
deca da 101 =10
deci d 1071 =01
centi ¢ 1072 = 0,01
mili m 1073 =0,001
micro w 1076 =0,000 001
nano n 1072 = 0,000 000 001
pico p 10712 = 0,000 000 000 001

Tabla C.3: Multiplos y submaltiplos en el ST

C.4 Alfabeto griego

A «a Alpha I + Iota P p Rho

B [ Beta K &k Kappa > o Sigma
I' v Gamma A X Lambda T 7 Tau

A § Delta M u Mu T o Upsilon
E € Epsilon N v Nu ® ¢ Phi

Z (¢ Zeta = ¢ Xi X x Chi

H n Eta O o0 Omicron ¥ ¢ Psi

© 60 Theta I =~ Pi Q w Omega

Tabla C.4: Alfabeto griego
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